DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°10
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

v(x)
Exercice Question préliminaire : Posons F'(z,y) = / h(y,t)dt de telle sorte que H(z) = F(x,z). Donc H
est dérivable sur son domaine de définition et

oF OF

Soit G : t — G(y,t) une primitive de l'application ¢ — h(y,t), donc F(z,y) = G(y,v(z)) — G(y,u(x)) et
OF

35 (@ y) = hly, v(@))0 (@) = h(y, u(@))' (z).

H'(z) =

v(z)
@(y, t)dt. Dol :

OF
D’autre part, d’apres le théoreme de dérivation sous signe intégral, — (x,y) = /

v(x)
@)= [ G b o) ) vl ),

3—”(1 —n*t?) site 1l
1. (a) Posons 6,(t) = 4 " n’n| ,onadoncpourtoutz € R:
0 sinon

1

+o0o -
fn(w)z/ f(x+ )0, (t)dt = fu(z) = f(x +1)0,(t)dt.

oo _1
n

Soit I un intervalle borné tel que f(z) = 0 pour tout = ¢ 1.

11 11
Six ¢ I+ {— } alors z — I N [—, ] =& (x— I ={z— ala € I}), en effet supposons qu’il
n n nn
11 11
existey € x — I N [— ] doncy =z —aaveca € I,onobtientalorsz =y+a € I + [—,} ce
TL n nn
. o 11 11
qui est absurde. Ainsi V¢ € [_n’ n]' flx+1)0,(t) =0, donc f,, est nulle en dehors de I + [_n n}
(b) f étant bornée sur R, donc il existe M > 0 tel que Vx € R, |f(z)| < M. Dong, pour tout n € N et tout
Tz € R,
3n [n
fn(x)|§4/1|f(x+t)|( dt<M / —n*t?)dt =
D’out supsup | fn(z)| < M.
neNzeR

3n [t
2. En utilisant le changement de variable u = x +t, on obtient f,,(z) = Zn / ) f(w)(1—n?(z—u)?)du. Ainsi,

d’apres la question préliminaire, la fonction f,, est dérivable sur R et on a };Lour toutz € R:

fa@) = 2 _+ f(u)(~202(z — u))du + f <x 1> (1 - 2) +f <m - i) <1 - Zi)

= _3;3 1n f(u)(z —u)du
3n3
= -5 f( + t)tdt.

3=
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3. Soit K un compact de R, donc il existe a > 0 tel que K C [—a,a]. Pour toutz € Retn € N*ona:

< [ 1) - Fla)lbaterar

n

fule) - \—‘/ (24 1) — F(2))0n (D)t

1
Soit K1 = {x € Rld(z,K) < =< 1}ﬂ[—a—1,a+1].Kl est un compact et K C K;. Comme f est uniformé-
n

ment continue sur le compact K, alors pour tout ¢ > 0, il existe &« > O tel que [t| < a = |f(z+1t)— f(z)| < e.
1 1
D’autre part, soit np € N tel que — < « dés que n > ng et donc Vn > ng, [t| < — < a implique
n n
|fn(z) — f(x)] < € etcecipour tout z € K. En particulier, Vz € K, onasup |f,(z) — f(z)| < e etdonc (f,)n
K

converge uniformément vers sur K.
4. e Supposons que hIJP f(z) =1, alors pour tout ¢ > Oil existe 29 > Otelque x > xp =1 —ec < f(z) <l+¢
T—r+00

1
(x). Donc pour x > xp + — on peut écrire :
n

4

- o1 o+l
(l—e)gj/ (l—nz(ﬂc—u))dug :Zl/ fu)(1 —n?(z —u))du < (l—&—a)?m/ ) (1 —n?(z — u))du.
D’ou
l—e< fulz) <l+e
Donc Vn € N¥, :cEI-P fo(z) =1

SAND 1
eOnavr eR, [ (x) = 37; / ) f(u)(u — z)du. La relation (x) entraine, pour = > z¢ + o

3 I 3 I
(1—6)37;/1 tdt < f(z) < (l+e)3721/ tdt

=1
n

D’ou lim f](x)=0.

T—+00

5. Soit z € R tel que f(z) existe, donc f(z +t) = f(z) + tf'(z) + te(t) avec lime(t) = 0. Pour € > 0 il existe

t—0

1
n > 0tel que |t| < n = |e(t)| < e. D’autre part, il existe ng tel n > ny = |t| < — <, donc
n

nd [w
folz) = 37 /1(f(a:) +tf () + te(t))tdt
= f'(x) /_1 323152dt 32 /_1 t2e(t)dt

1

/th (t)dt

)| < e, c’est-a-dire hm 1 ( ) = f'(x).

3n3

Done | f4(x) — f'(x)| = =5~
(v

quen >ng = |f,(z) —

< 5— / t*dt| = . Ainsi pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel

Probléme
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1. Si ||.|| est différentielle en 0 de différentielle u € .Z(E,R), on a alors pour tout h de R" non nul :
121l = 1[0 + Rl = [[0]] + u(h) + [[Alle(h)
u(h)

ou }llin% e(h) = 0. Donc }llin% Tl = 1 avec u linéaire, ce qui n’est pas possible, car sinon pour h non nul, on
— —
th h th —u(h
aurait 1 = tim 1) gy WALy o gy, uOR) e
t—ot |th| ot [|A| t—0+ [[th]  +—=o— ||h]|

2. Pourn =1,0na f;(x) = |z| pour j = 1,2, 00 et cette application est différentiable sur &2; = R* de dérivée
v 1 siz>0
f(:n)—{ -1 siz <0
3. (a) R*\ {A1,As} ot A la droite d’équation y = x et Ay la droite d’équation y = —z.
(b) Pourn > 2,0 ¢ P, donc P C R"\ {0}.
n

On peut écrire P, = U €1, avec 6, = {x € R"|Vj € {1,2,...,n} \ {k}|, ;] < |ag|} qui s’écrit égale-

k=1
n

n
ment ¢, = ﬂ {z € R"||z;| < |z|} = ﬂ ©1,; chaque partie ¢}, ; étant ouvert comme image
j=1j#k j=1,j#k

réciproque de l'ouvert |0, +oo[ de R par I'application continue x — |zx| — |z;|. En conclusion, &, est
un ouvert comme réunion d’ouverts.

(c) Puisque %}, est un ouvert, alors il existe un réel » > 0 tel que Bo, = {y € R"|||y — z|| < r} C %} donc
pour h € Bo(0,7),onaz+h € € et |z + h||oo = |2k + hi|. Comme 2, est non nul, car x|/~ = |zx|, en
prenant r asses petit, le réel xj, + hj sera de méme signe que zj, ce qui put se traduire par la relation

x x
‘xk + hk‘ = i(-%'k + hy) = ‘1’k‘ + ihk
|| ||
pour tout h € B (0,7), donc
Ty
|2+ Pl = |2k + hil = |zk| + th = ||zl + u(h)

T

7Y

ol u est 'application linéaire définie par u(h) = hi. L'application f., est donc différentiable en x

et sa différentielle est définie par :

d(fs), (h): R" —R
Ty,

h  — —
||

hi
(d) Soitz € R"\ P etj < kavecyj, ke {1,2,...,n} et distincts et tels que ||z| = |zx| = |z;] > 0.5i f est
différentiable en z, il existe alors une application linéaire u telle que

[+ hlloc = [lz]loo +u(h) + [|h]le(h)

ot lim e(h) = 0. On a pour tout ¢ > 0,
h—0

[ £ teglloo = [[#]loo + tu(h) + [[Allo(t)

t t

H) > |zk| > || pour touti compris entre 1 et n et |z —t| = |z (1 - ||> <
Tk Tk

|k = |xj| pour 0 < t < o avec a > 0 assez petit, donc :

avec |zp+t| = |z (1 +

[k 4t = ||z + terlloo = l[2lloo + tuler) + o(t) = [zr] + tuler) + oft)

et
lzk| = |zj]) = |z — texllo = [|7]|oo — tulex) + ot) = |zx| — tuler) + o(t)
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(b)

()

(d)

De cette derniere égalité on déduit que u(ex) + o(1) = 0, donc u(ey) = 0 et 'égalité précédente donne
|z, 4+ t| = |zk| + o(t). En prenant a assez petit, ), + ¢ sera de méme signe que xj, donc

Lk Lk

— (2 +t) = —x + o(t)

|l ||

soit t = o(t), ce qui nest pas vrai. La fonction f., n’est donc pas différentiable en x et comme elle n’est

pas différentiable en 0, #4, est bien I'ensemble cherché.
Py = D10 Dy avec Dy = {(x,y) € R|z # 0} et o = {(x,y) € R?|y # 0}.

Pour n > 2, 0 n'est pas dans &), donc &; C R"\ {0}. Ona & = m Pk, ou chaque 7, = {z €
k=1

R"™|xy, # 0} est un ouvert comme image réciproque de l'ouvert R* par 1’application continue z — xy.

Comme #; est un ouvert, il existe un réel r > 0 tel que pour tout h € B1(0,7) = {h € R"|||h|1 < r} et

tout £ compris entre 1 et n, z, + hy, soit du meme signe que ;. On a alors, pour tout h € B1(0,7) :

n n n n
T Tp
o+ Rl = e+ ha| = W(wk ) = ol + > th = [|z|l1 + u(h)
k=1 k=1 k=1 k=1

ot u est 'application linéaire définie par

|z) + 1] =

-

[z

L’application f; est donc différentaible en x de différentielle :

d(f1)z: R" —>R

h »—>Z‘mk‘

Soit x € R"\ Z1 etk € {1,2,...,n} tel que z;, = 0. Si f; est différentiable en z, il existe alors une
application linéaire u telle que

|z + hll1 = [|lz[lx + u(h) + [|k][e(h)
ot lim (h) = 0. On a pour tout ¢ > 0,
h—0

lz£telli =D lal+t =zl +t=llzlh £ tu(h) + o),
J=1.j#k
donc fu(er) + o(1) = 1 et en faisant tendre ¢ vers 0 on aboutit a +u(e) = 1, ce qui n’est pas possible.
La fonction f; n’est donc pas différentiable en = et comme elle n’est pas différentiable en 0, 7, est bien
I’ensemble cherché.

5. Notons (.|.) le produit scalaire associé a la norme ||.||2. L'application f> est la composée de 1’application !
qui a x associe (z,z), de I'application b qui a (u,v) associe (u|v) et de la fonction r : t ++ v/t. Comme [ est
linéaire, sa différentielle est elle-méme, c’est-a-dire pour tout z la différentielle dl, = [ et donc dl,(h) =

I(h) =

(h|h). Comme b est bilinéaire, sa différentielle en (u,v) est (h,k) — b(u, k) + b(h,v), c’est-a-dire

dbu,w) (h, k) = (ulk) + (h|v). D’ou

d(bol)z(h) = db(g))((df (x)(h)) = 2(z[h).

Enfin la différentielle de r en a est I’application h L et donc

2V/a
d (W)z (h) = drg(f(z)(dbp(z)(dlz(h))) =
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