DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°12
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

0000000000
PREMIERE PARTIE
/ _ 1A | / o .
1. Pourtoutz € [0,1], ona fy(z) = —x > (1 —aXx)" ", donc Vx €]0, 1], f\(z) < 0, ainsi f) est strictement
décroissante sur |0, 1[.

A1 o
D’autre part, Vx 6]07 1[5 f;:(x) = EN

x> (1—2MM2 dou:

e si0< A<, f;\' est négative sur |0, 1], et donc f) est strictement concave,
e si\=1, fi(z) =1 — =, f) est donc affine,
e si A\ > 1, f est positive sur |0, 1], et donc f) est strictement convexe.
2. e ['; est le graphe d’une fonction affine, plus précisément I'; est un segment de droite,
° F% est le graphe f% cx = /1 —2a%(xz €[0,1]), enposant z = cost (0 < t < g )F% apparait comme
étant un quart de cercle,

e I'yestlegraphe fo: 2z — (1 —vz) =2 —2yz+1(z € [0,1]).Soity = fo(z), (y —x —1)? = 4z qui
est ’équation d’une parabole, donc I's est un arc de parabole.

2

Y

3. Pour montrer que la droite y = x est un axe de symétrie, il suffit de vérifier que si (z,y) € 'y, alors (y,z) € T'y.
Ona:

Aly) = H—az3)
1,1 7A
= 1= (-2

= X

Donc la droite y = x est bien axe de symétrie commun a tous les courbes I'y. L’abscisse .S est déterminée par

1 1 1
I’équation (1 — xi)A =z,doncx = o d’ou Sy = (2/\, 2)\>

4. D’aprésla question 1.,on a:
e si0 < \ <1, f) est strictement concave sur |0, 1], donc I' tourne la concavité vers les y < 0,
e si A = 1,I'i(z) est un segment de droite, donc I"y n’a pas de concavité,

e si A\ > 1, f) est strictement convexe sur |0, 1], donc "), tourne la concavité vers les y < 0.
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1
5. Soit A= — < 1(n € N*),donc f1 est strictement concave, donc on a
n n

2 — 2R 2

ou encore 1 n b
L= S (1= b < (1= 702 )
2 2

d’ou ) P
Sl i< OE
2n 2n

finalement,

(a+0)" +[(1—a")7 + (1 —b")7]" < 2"

Si A = n, alors f), est strictement convexe. Le méme raisonnement montre que

Va+b+ \/(1— Ya)yr + (1 - Voyr > 2.

DEUXIEME PARTIE

1. Posons gy(t) = t* (1 — t)*. gy est continue sur |0, 1] et Vz €]0,1], |gx| < t}! = etcomme 1 — \ < 1,

1=
g est absolument intégrable sur |0, 1], par suite F'(\) est bien définie pour A > 0.

1
2. L’aire du domaine est donnée par <7 (\) = / fa(x)dz, avec le changement de variable 2 = t*, on obtient
0

(X)) = F()\).
o . () x1_ 1
3. (a) L’aire du triangle OAS) est = ot

i0<A<1 1], d < 5

e si0 < A\ <1, f) est concave sur |0, 1], donc T S g
. 1 Fy

e si)\= 1, W = 7
i\ >1 1, d > I

e si A > 1, f) est convexe sur |0, 1], donc e

1 1
(b) SiA€]0,1[,ona o = F(N), )l\in% ™ 1, donc F'(\) est inférieure & I'aire du carré de cotés [OA] et [OB],
—
1
donc oy < F(A) < 1 et par conséquent lim F'(A) = 1.
2 A—0

1
SiA>1,ona0<F(A) < 2—/\,donc lim F(XA)=0.

A—400

1
(c) Pourtoutn € N*,ona0 < F(n) < on donc la série Z F(n) converge et sa somme vérifie I'inégalité

neN*
0o o0 n
1 1 1
o= Fw<>(3) =51 -t
n=1 n=1 2

4. Soitn € N*.

e D’aprés le formule d’intégration par parties généralisée

n

b
/0 f(2)g"™ (z)de = [Z(—l)’“f(k)(w)g("‘k‘l)(ﬂf)

k=0

b b
+ (-1 / F™g(z)de,
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on a

m—111-t)2 1!
(2n)(2n —1)..(n+1) ],

1
= n [— (1 -yt~

Donc

k=0 0
O T
U ©)

De (1) et (2) nous déduisons que

o A i

- |
— n+k (2n)!
oo
5. (a) Lafonction z — y(z) = Z anz"™ est solution de (E)si, et seulement si,
n=0

(o]
—2a9 + 2a; + Z[(4n —2)a, — nap—1]z™ =0,

n=2

1
donc —2ag = 0, 2a; = 1 et pour tout n > 2, (4n — 2)a,, = na,—1,dotay =0,a; = 3 etVn > 2,
_ ()
n = (2n)! (n).

Nous pouvons remarquer que cette relation reste vraie pour n = 1. Le rayon de convergence de la série de
terme général a,, " peut étre obtenu par la régle de D’Alembert :

1

An+1
Gnp

lim

n—0o0

=7

donc R = 4.

D’apreés ce qui précéde, la somme de la série entiére de terme général a,z" est solution de (F) pour x €
| —4,4[. De ap = 0 et a, = F'(n) (n > 1) nous déduisons que y(1) = o.

4 — d
(b) i Pour z €]0,4[, on pose u = 4/ J, donc dz = (1_?_1122)2, d’ou :

T
4—x u?du
dez = - —_
/\/ z 8/<1+u2)2

4y / du
- 4
14+ u? 14 u?)

4
= 7u24arctanu+c, ceR.
1+wu
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/ 4_mdx:x 4_x—4arctan< 4_m>+c.

ii. La solution générale yy de I’équation homogeéne associé a (F) est donnée par

ydw)zkwxp</i;r+2)dx>, z €]0,4], keR.

(4—=x
x+2 1 3 T+ 2 1 3
or — =% - = 4+ _ 2 4 ITE qr = Slnz — Sln(4 — , ceRD
rx(4_$) 2:z:+2(4—:1:) onc/x(4_x) z = ;e 2n( x)+e¢ ¢ onc
yo(x) = k7x3 (0 < x < 4) ou k est une constante réelle.

(4—x)2
iii. D’aprés ce qui précéde la solution générale de (E) est donc

4— 4—
xH(my/J—élarctan z —}—C)L37
x x (4—,1')5

o 2 4 x (arct 44—z , C
x — arctan .
4—x 4d4—z\4d4—2x x 4

soit

La constante ¢’ étant fixé, nous avons, pour 0 <z < 4

y(x) 1 4 1 1 ; 4—z , c
= — —— | arctan —c], ¢=-
x 4—z 4—z\V4d—ax x 4
. 4 — g 0 C T y(z) ) _
Or lim arctan = —,doncsic # —, lim |=—| = +4o0. Si nous voulons une limite
z—07t x 2 2 z—0t| =z
. , . . ™ / ™ .
finie, nous devrons nécessairement avoir ¢ = 5 Supposons donc ¢ = 5 de la relation arctan(t) +

1 n
arctan 155 (t > 0) et arctant ~ t au voisinage de 0, nous déduisons

t 4 —zx s " x €T
arctan — —x = — arctan ~ —q ] —
T 2 4—x 2

1

1 1/-1
au voisinage de 0. Donc xlir& y(;c) =173 (2 =35 et donc la solution correspondant a ¢’ = g

est donc 'unique solution répondant au probleme.

o0
La fonction z — Z F(n)x" est aussi solution de (E) sur |0, 4] et vérifie

n=1

D’aprés 'unicité d’une telle solution, on a

> n_ T 4/x 44—z 7
Vr €]0,4], ;F(n):v _4—x_(4—x)\/m (arctan . —>.

[ x
= —arctan 1 et on peut remarquer que la fonction
-
. x x
T +— arcsin 4 [ — + arctan
4 4—z
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est constante sur [0, 4] ( la dérivée est nulle ), comme elle s’annule en x = 0, elle identiquement nulle,

d’ou
= 1 x T
F(n)a" = 4,/ ina./=
ngl (n)x gy <x 4/ — arcsin \/;>

1 2
¢) Nousavonso = y(1),donco=—- 1+ —— .
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