DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°01
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice

1. Remarquons d’abord que a,, # 0 puisque P est de degré n. La décomposition en facteurs irréductibles
de P s’écrit P(X) = an(X — x1)(z — x2)...(X — x,). En développant et en identifiant les coefficients
d’ordre n — 1 et d’ordre 0, on obtient le résultat annoncé.

n—1

2. (a) Sin divise k, alors w*? = 1 pour tout p € [0, — 1] et donc A, (k) = Z w" = n. Sin ne divise

pas k, alors { 1, wa, w

2k

n oy

n—1

p=0

,wn— Dk } est exactement I’ensemble de racines du polynome X" —1,

donc d’apres la premiere question Z wkP = A, (k) = 0 (le coefficient de X" ! dans le polynome

p=0
X" —1estnul).
(b) Calculons |G,,|?:
|Gn|2 = GnG*n 1)
n—1 n—1
(B E)
s=0 r=0
= Z wf_‘f 3)
0<p,g<n—1
= Z wP=9P+a) )
0<p,g<n—1
n—1
= Z Z w;(zp”) , avec r=p—gq 5)
p=0 \p—n<r<p
Mais
p -1
Z w!(2P7) Zw;@p—?") + Z w!(2PT) (6)
p—n<r<p r=0 r=p—n-+1
p n—1
= Zw;@p”) + Z w' =M Cavee 1 =1 4 7)
r=0 r’'=p+1
p n—1
= Y wp® 4 3w @) car wp =1 (8)
r=0 r’'=p+1
n—1
= w7 avec =1’ )
r=0
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, et C’est ainsi qu’on peut écrire

n—1 /n—1
Dot |Gy|* =) (Z wy?P)

p=0 \r=0

N———

n—1 /n—1
Gal? = ( w:;@p‘”) (10)
p=0 \r=0
n—1 [n—1 n—1 n—1
2
= 2 (e = e | 2w an
r=0 \p=0 r=0 p=0

n—1
. 2 .
et enfin |G,|* = E w,," Ay (2r). Mais nous savons que
r=0

n sinl2r

An(2r) :{ 0 sinf2r

On discute les deux cas suivants :
e Sin = 2m alors (n | 2r) & (m | r) et comme 0 < r < n nous avons conclu que cela ne se
produit que dans le cas ot1 € {0, m} et donc

n—1

Gl = wy ™ An(2r) = wy % A, (0) + wy ™ An(n) = n (1+ (=1)™).
r=0

eSin =2m+lalors (n|2r) < (n|r)etcomme0 < r < nnous avons conclu que cela ne se
produit que dans le cas » = 0 et donc

n—1
G| = Zw;TQAn(%) = w;OZAn(O) =n.
r=0

Dot :
n si2|n-—1
G =1¢ 2n sid|n
0 sidjn—2
Probleme

I-
1. La propriété V(a,b) € (Z/pZ)?, T, o Ty, = T,y traduit 'égalité évidente :
V(a,b,z) € (Z/pZ)®, a+ (b+x)=(a+Db)+z.

2. D’apres ce qui précede l'ensemble .7 = {1, | a € Z/pZ } est stable par la loi de composition des
applications ( o ), on remarque que I, 'application identique, est dans .7, de plus l'inverse de Tj, est
T_, qui est aussi un élément de .7. D’ot1 (.7, o) est un groupe.

On peut vérifier directement que l'application a — 7|, est un morphisme de groupe bijectif.

-11-

1. Il est clair que l'application
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1: (z/pz,+) — (G,.)
a —> €
est un élément de Ey, donc Ey # <.
2. Soit f € E,donc f(0)f(1)...f(p — 1) = e et alors
FQflp=1F0) = (f0)"Hf(0)f(1)...f(p = 1)f(0) (12)
= (f(0) " ef(0)=e (13)

Donc foT1(0)f o Th(1)...f o Th(p—1) =¢,d'ott fo T} € E.

Sachant que (f o Ty) o T1 = f o Tj+1, on en déduit directement et progressivement que Vk € Z/pZ,

foly € E.

3. (a) Ilestclairque 0 € Hy.

Soient k et r dans Hy, donc f = foTyet f = foT,, dou foT ., = fol.oT_, ouencore
f = foT_,. Del'autre égalité, on déduit f = foT_, 0T}, = foT}_,. Donc k —r € Hy et par
conséquent H est un sous-groupe de Z/pZ.
Ainsi, H; = Z/pZ ou H; = {0} puisque p est un nombre premier '( Z/pZ et {0} ce sont les seuls
sous-groupe de Z/pZ. )

(b)
(Hf =Z/pZ) = (Vk€Z/pZ, = foTy) (14)
= (Vk € Z/pZ, f(0) = [ oT(0)) (15)
= (Vk € Z/pZ, f(k) = £(0)) (16)
= (f € E) 17)

L’autre sens est tres clair.

(c) En fait, nous concluons de ce que nous avons démontré précédemment que f ¢ Fy < Hy #
Z/pZ et comme p est un nombre premier, on en déduit que Hy # Z/pZ est équivalenta Hy = {0},
d’ou

f ¢ Eo < Hyp={0}.
4. (a) Montrons que Z est une relation d’équivalence.
e Il estclairque f = foTp, doncVf e E, fZf.
eSig=foTyalors f =goT_;, douV(f,g) € E? fRg= gZf.

1.

Théoréme de Lagrange : Soit (G,.) un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors le cardinal de H divise le cardinal
de G.

Preuve: Notons k le cardinal de H. Soit z € G et soit A, = { zh | h € H }. Montrons que card(A,) = card(H) : soient h; et
ha deux éléments distincts de H. Si xh1 = xhs, alors comme on est dans un groupe on peut en déduire h1 = hs, ce qui est faux.
Donc zhy # xha. Ainsi les k éléments xh pour h variant dans H sont deux a deux distincts et donc A, contient & éléments :
card(Az) = card(H).

Montrons maintenant que si x et y sont dans G, alors A, = A, ou A, et A, sont disjoints. Soient donc z et y dans G. Supposons
que A, et Ay ne sont pas disjoints. Il existe donc un élément commun a ces deux ensembles. On a donc h; et he dans H tels
que zhi = yhz. Donc x = yhghfl.

Considérons un élément quelconque de A,. Il est de la forme xh avec h € H. Or zh = yhsh; "h. Comme H est un sous-groupe
de G, hohy'h € H et donc yhohy 'h € A,. On a ainsi démontré que xzh € A, pour tout h € H. Donc A, C A,. On montre de
la méme maniére que A, C A;. Ainsi, si A, et A, ne sont pas disjoints, alors A, = A,.

Remarquons avant de conclure que puisque e € H, ze = z € A,. Ainsi tout élément de G est dans 1'un des ensembles A..
Nous pouvons désormais conclure : tout élément de G est dans une certaine partie A, de G. Chacune de ces parties est de
cardinal k. Et ces différentes parties sont deux a deux disjointes. On en déduit que G se découpe en un certain nombre de
parties A, toutes de méme cardinal k. Donc k divise n.
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eSig=fol,eth=goT,,alorsh= foT,x dolu
V(f,9.h) € E®, (f%g) et (9%h) = [Zh.

Et cela prouve que Z est une relation d’équivalence sur E.
(b) Soit f € E et définissons l’application
\Ilf : Z/pZ — [f]&]
k — f o Ty
e Soit g € [f]#, donc fZg et par conséquent il existe k € Z/pZ tel que g = f o T}, c’est-a-dire

VU (k) = g. Donc ¥ ¢ est surjective.
e Remarquons que

(Us(k) =Vs(1) & (f=foTi) (18)
& k—leHy (19)

et en conséquence, d’apres le résultat de la question 3., si f € £\ Ey, Hy = {0} et dans ce cas
(Ws(k) =Wy(l)) = k = letl'application ¥ est injective dans ce cas.
Si f € Ey, alors f est constant et dans ce cas ¥ ¢ ne peut pas étre injective.
(c) Soit f de E. Discutons les deux cas suivants :
e Si f € Ey, alors [f]e = {f} et donc card ([f]#) = 1.
e Si f € E\ Ey, alors ¥y définie une bijection de Z/pZ vers [f]z et nous en concluons que

card ([f]#) = card (Z/pZ)) = p.
(d) Notons E/Z '’ensemble de classes d’équivalence pour la relation d’équivalence Z. Soit { A1, As, ..., A }
I’ensemble des classes d’équivalence contenus dans E \ Ey, c’est-a-dire :

{Al,AQ,...,Am}:{AEE/%’ACE\E()}.

Il est clair que les ensembles Ey, Ay, Aa, ..., Ay, sont deux a deux disjoints et non vides.

Soit f € E,si f ¢ Ey alors [f]z N Ey = @, car la classe d’équivalence d'un élément de E est
réduit a un seul élément (si f € Ey, [f]lz = {f} ). D'ou [f]l# C E \ Ey, donc il existe k € [1,m]
vérifie [f]z = Ay et par conséquent la famille Ey, A;, As, ..., Ay, forme une partition de E. Si
nous choisissons un représentant f; de chaque Ay, nous aurons trouvé fi, fo, ..., f, de E'\ Ey

tels que :
E=FEyuU (U [fk]%’) :

k=1
(e) D’apres la question précédente card(E) = card(Ey) + mp et donc card(E) = card(Ep) [p].
5. Il est clair que ® est une bijection et que sa bijection réciproque est donnée par :
o' Gt - E
a=(ap,a1,....,ap—2) — fq
oul f, est définie par fu(k) = arsi0 <k <p—2et fo(p—1) = (aoal...ap,g)_l. Donc nécessairement
card(E) = card(GP™!) = (card(G))? ! et comme p divise card(G), alors p divise card(E).
6. Soit l'application :
': By —» {zeG|zP=e}
[ £(0)

Il est clair que I est bijective, donc

card(Ep) =card {z € G | 2P =e })
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et comme card(E) = card(Ep) [p] = 0[p]alorscard {z € G |2 =e}) =0[p|,depluse e {x € G| 2P =e},
donccard ({ x € G | 2P = e }) > 1. De ces deux propriétés en déduit que card ({ x € G | 2P =e }) > p.
En conclusion, il existe nécessairement un élément = # e et 2 = ¢, et dans ce cas le sous-groupe en-
gendré par z serait de cardinal p.

7. Puisque G est finie, alors le nombre de sous-groupes de cardinal p est fini. Soit A\ ce nombre que nous
abrégerons en \. Notons Hi, Ha, ..., H) tous les sous-groupes de cardinal p et posons Hy, = Hy, \ {e}
pour 1 < k < . On a les propriétés suivantes :
ol +k= HyNH, =, eneffet, si z € H, N H, et différent de ¢, alors son ordre divise p puisque
(x) C H;, donc nécessairement Hy, = (x) = H; et donc k = I.
e card (Hy) = p — 1 et ceci pour tout 1 < k < A.

A
oEnfin{:UEG|a:p:e}:{e}U<UHk>.

k=1
D’oti:
cad({reG|aP=e})=14+Ap—1)=1—-A+pA

et comme p divise card ({ € G | 2¥ = e }), alors p divise A — 1 ou encore \,(G) =1 [p]

8. D’apres I'étude précédente \5(G) =1 [5].
SiA5(G) > 1,alors A5(G) > 6etdonccard({z € G |2P =e}) =14+ X5(G)(5—1) > 146 x4 =25ce
qui est absurde ( G contient 15 élément ).
Donc A\5(G) = 1, soit donc H 'unique sous-groupe de G de cardinal 5. D’apres ce qui précede H =
{zed | 2’ =e b
On sait que l'ordre de tout élément de G divise 15, supposons que G ne contient aucun élément
d’ordre 15. Comme les éléments de H sont d’ordre 1 ou 5, alors les éléments de G \ H sont d’ordre 3
et donc

{xEG|x3:6}:{1}U(G\H)

et par conséquent

card({z€G |2’ =e})=1+10=11

Ceci est absurde puisque 3 ne divise pas 11. Donc, en conclusion, il existe dans G un élément a d’ordre
15 et donc G' = (a), en particulier G est cyclique.
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