DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°04
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice 1:
1. B(0, R) est un fermé borné de E, qui est de dimension finie, donc B(0, R) est une partie compacte.

2. Soit a € F. Puisque f est coercive, f(a) € R, et que | Hlim f(z) = +o0, on en déduit, en revenant a la
x||—+00

définition de la limite, qu'il existe R > 0 (qui dépend de a) tel que ||z|| > R = f(z) > f(a). On en déduit

donc que inf f(x) = inf  f(x).
zeF z€FNB(0,R)

De plus, B(0, R) est compact et F est fermé donc B(0, R) N F est compact. f est continue sur B(0, R) N F,
on en déduit que f atteint sa borne inférieure, et d’apreés I'égalité précédente, f atteint son minimum sur
F' il existe z¢ € I tel que

f(xo) = gglfmf(x)-

3. (a) On sait que la norme est une application continue, donc ¢ est continue comme composée d’applica-
tions continues.
(b) Soit (un)nen, une suite de Cauchy d’éléments de E. Alors, (un)nen est bornée (propriété des suites
de Cauchy). On en déduit que tous les termes de cette suite sont contenus dans une boule fermée B
qui est donc compacte. En utilisant cette propriété de compacité, on en déduit que I'on peut extraire
de (un)nen, une sous-suite (wy(,))nen convergeant vers un certain uo, dans B. Enfin, ona: Vn € N,
l|tn — oo || < [|tn — )|l +[[1p(n) —us||- Cette majoration est classique. Le premier terme converge vers
0 car (up)nen est une suite de Cauchy et le second converge également vers 0 car (uy,))nen cOnverge
vers ug. Finalement, (u,,),en converge vers ug et E est complet.
(c) II suffit d’appliquer les résultats de la premiere question a la fonction ¢, qui est bien continue. ¢ est

coercive car Vy € E, p(y) > |ly|| — ||z||. De plus, E étant de dimension finie est fermé.
Exercice 2 :
1. L'unicité : On a | f(z) — f(y)|| = |z —y|| < a|lz—y| . Donc (1 -a)|z -yl < 0avecl —a > 0, donc

lx —y||=0etx =1y.
L’existence : Pour toutn € N,on a:

|znt1 — zall = | f(@nt1) = f(@n-1)|| < Ellzn — 201l

et donc par récurrence ||zp4+1 — 2, || < " ||x1 — 20||. Ainsi pour toutp € N,ona:

n+p—1 n+p—1
[y —2all € S Nzies - aill < llan —aoll S K,
i=n i=n

en utilisant I'inégalité précédente. k € [0, 1] on obtient une série géométrique convergente, et donc :
n
—k

inégalité qui prouve que (z,),,cy est de Cauchy donc convergente vers [ dans E (Banach) et [ est dans A.
De plus A est compléte donc la limite est dans A.

[ étant continue, passant donc a la limite dans z,+1 = f(x,), on trouve | = f(l). Ce point fixe est unique
d’apres ce qui précede.

|ntp = all < 37— llw1 — 2ol

Applications
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2. Application1:
Par définition de la suite (uy,)n>0, on déduit :

1
Vn e N*, v,01 =14 — avecwv; = 1.
Up

En posant G(z) = 1 +

avec x €]0,4o0[, on a vp41 = G(vy,). L'étude de la fonction G montre qu’elle

3 1 )
applique l'intervalle J = [2, 2} dans J et admet, dans cet intervalle un unique point fixe [ = +2\[,
solution positive de I'équation x =1 + —.

x
1
On av,41 = G(v,) et, sur le voisinage J, la fonction dérivée G’ de G, a savoir G’ (z) = - vérifie la double
€T

inégalité :
, 4
0<\G(m)]<§<1.

En vertu du théoreme du point fixe, la suite (v,,) converge et sa limite | > 0 vérifie donc G(I) = [, soit
1
3. Application 2:
(@) Les droites (M Py) et (M'Py) sont paralleles, donc d’apres le théoreme de Thales, appliqué dans le

triangle (M Py/C) ,on a
PyPyr  PyC

N~ MO = | cos |
(b) Si M # M, alors Py # Py et Qi # Q'), en considérant les triangles (APy Q) et (BQu Rys) on
aura aussi :
QuQnr ¢ Ry Ry b
by 1 gy T
Donc Ry Ry = |cosal| cosb||cosc|MM' < kMM’ avec k = |cosal|cosb||cosc| € [0,1] ( car a,b,c €

10, 7[ ), cette inégalité se traduit a I’aide de ¢ par I'inégalité :

lp(x) —p(a")| < klz — 2|,

autrement dit, la fonction ¢ est une contraction stricte, donc admet un point fixe unique z, c’est-a-dire
il existe un unique point M d’abscisse = tel que M = Ry;.
4. Application 3 :
(a) La linéarité de ¢ est évidente. Elle découle immédiatement de la linéarité de l'intégrale. Montrons
maintenant que ¢ est continue. Soit # € €([a, b]). k étant continue sur [a, b]*> qui est compact (fermé

borné en dimension finie), il est clair que la quantité M := (b—a) sup |k(z,y)| existe et est finie.
(z,y)€la,b]?
On a alors

lo(f)lloc = sup
z€[a,b]

/a bk(x,t) f(t)dt’ .

b b
/ k(m)ﬂt)dt\s [ ke 0101t < M) e

On en déduit, par passage a la borne supérieure que

le(Flloe < M| flloo

et puisque ¢ est linéaire, cette inégalité prouve que ¢ est continue.
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(b)  i. Introduisons l'opérateur 7' : f — T(f) = g + pe(f). Admettons si f € €([a,b]), alors T(f) €
% ([a,b]) 1. Donc T est un endomorphisme de €([a,b]), de plus, il est alors tout a fait clair que
I’équation (1) s’écrit alors T'(f) = f.

ii. Soient f et h deux éléments de E. On a, pour tout z € [a, )] :

b
() (@) — T(h) ()] ‘u / k(w,t)(f(t)h(t))dt‘

b
<l = hl [t
< uM®-a)lf

et par conséquent : | T(f) — T(h)||ooc < u|M (b — a)||f — h|loo, et comme |u|M (b — a)| < 1, alors T
est une contraction stricte de (E, ||||o)-

iii. f est solution de (1) si, et seulement si f est un point fixe pour 1'opérateur T'. De plus, € ([a, b])
muni de la norme ||.||» est complet et T" est contractant. D’apres le théoreme du point fixe, on en
déduit que I"équation (1) possede une unique solution continue sur [a, b].

0000000000

1. voir les fonctions définies par des intégrales
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