DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°06
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice1:
1. On peut vérifier par récurrence que Vn € N*, F;, > n. Donc lim F,, = +o0.

n—0o0

2. Onremarque que, pour toutn € N, ona:

Foo—wkF, = (1—-w)F,+ F,
(w? —w)F, —wF,_,

—w

= ?(Fn — UJFn—l)

Foot —wF, —1 _ . ,
———" = — Puis par récurrence sur n, on déduit que

td Vn € N¥,
et donc Vn P wE ”

1 n+1
WEN,&H—wﬂ:(—J .
w

5 : s ]
D’apres la question précédente et comme w > 1, alors lim —= = w

n—oo n

3. (a) Pourtoutn € N*,ona:

Fonyo = Fopy1 + Fop
= Fop+ Fop1 + Yy
= Fo, + Fop — Fopo + Iy,
= 3F2, — Fo 2

Donc (Fyy,)nen € €. De méme, on montre que (Fh,41)nen € 6.
(b) Soit (x,,)nen une suite de &. On a, pour toutn € N :

2 2
Ty — Tplpps = Tooq — Tp(3Tpg1 — Tn)
2
= T, — Tp1(3Tn — Tppa)

2
= X, — Tpt1Tn-1

(1)
(2)

(3)

(4)
)
(6)
(7)

(8)
©)
(10)

Donc la suite (a:i — Tp_1%n+1)nen- €st constante et prend la valeur z? — zozo et donc on peut

écrire, pour tout n € N* :

n

n 2
9 Z 1 B Z Ty — Tp—1Thy1
(.771 — $0$2) = _—

3% TpT
i1 TkTk+1 1 ETk+1
n
. Z( Tk l’k1)
x x
1 k+1 k
Tn Zo
Ln41 T1

(11)

(12)

(13)
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(c) De ce qui précede, on déduit que

= 1 F2m FO
VYm e N*, (F2 — F,F. = - —
(F — Fafi) 2 FunFoiz  Fomin B
et donc
= 1 1 F2mF2m+1

VmeN, S ——  — 2 _ Twmlmyl
Z; FonFonta 2 Fopp1Fomyo

Ainsi, par passage a la limite quand m tend vers l'infini, on obtient :

o0

1 1 1

— FonFoni2 2 w?

Dongc, en ajoutant le terme d’indice 0, on obtient :

G 11 5-1
DRt B R Rl &
n— FQnFZn—i—Q w? w 2
De méme, on a:
i 1 Fomin Py
Vm e N*, (F; — F\F, = -1
(Fs — Fif3) Z; Foi1Fans  Famis Py
et donc
= 1 1 F2m+1F2m+2
Vm € N*, — =+t .
; F2n+1F2n+3 3 F2m+2F2m+3
Ainsi, par passage a la limite quand m tend vers 'infini, on obtient :
i S S
— Fop1Fonys w? 3
On obtient donc :
= 1 1 1 3-+5
) P I SUP I 'L (15)
Fopp1lFopis  w? w 2

(d) En additionnant et en soustrayant les séries convergentes (14) et (15), on peut facilement
conclure que

TLZZO FnFn—‘,—Q nZ:O F2nF2n+2 nz F2n+1F2n+3
et
S VRN SR
_ N /52
% FnFn+2 % F2nF2n+2 ;; F2n+lF2n+3

C’est le résultat recherché
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Exercice 2 :
1. On remarque que Vn € N*, no, = a, + (n — 1)ay,—1 et donc en mettant au carré, on trouve
(n —1)%a?_| = n*a® — 2naya, +a?,d’ou :

Vn e N*, (n—1)%?

n—1

— (n* = 1)aZ +2(n — Daya, = (@, —a,)* >0
puis par division par le nombre positif n — 1, on obtient :

Vne N (n—1)a2_; — (n+1)a2 + 2a,a, >0
ce qui est équivalent a I'inégalité demandée.

2. Par sommation des inégalités de la question 1, on obtient :

n n
Vn € N*, ZaZ—QZakak < —nai <0

k=1 k=1

n n
Vn € N*, Zai < ZZakak
k=1 k=1

k

Vn € N, iai <2 (iai)
k=1 k=1
Vn > 1, iaz < 4iai < 4A
k=1 k=1

ou encore

[NIES
N[

et par conséquent

On obtient I'inégalité demandée par passage a la limite.

oo [e.9]

3. Soit v une constante positive vérifiant 1'inégalité Zai < 42@% pour toute suite (a,),>1 a

n=1 n=1
o0
termes positifs et telle que la série E a? soit convergente.
n=1

Soit m € N*. Définissons la suite (a™),>, par :

{\/ﬁ—\/n—l sil<n<m
0

al™ .
sin>m

n

Donc la suite associée (a{™),, est donnée par :

n

1
— s11<n<m
a;m): Vn
vm sim<n
n
1 1 2 1
OnaVn € [2,m], o™ = < et donc (a!™)” < ————  Donc
[2,m], @ Vn+yvn—1"2yn—1 (ax™) ~4(n—1)
"1 - 2 - 2
i (m) (m)
DYoo= 2 (@) <) (al) (16)
n=1 n=1 n=1
m—1 m
1 1 3y 1
S Al\t+g2 ) =sTt 2 17
—7<+4n_2n _4+4;n 17)
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3 "1
ou encore H,, < Z + ZHm, ou H,, = E —. En divisant par H,,, qui tend vers +o0o quand m tend
n
n=1

vers 'infini, et en faisant tendre m vers I'infini, on obtient 1'inégalité 1 < % ou encore 4 < 7. Donc

oo
4 est la meilleure constante qui vérifie I'inégalité Z a2 <4 Z a?
n=1 n=1

Soient J une partie finie de N** et N un entier naturel supérieur ou égal a 2 tel que J C [1, N]*.

Ona: UmU N N UmU N - Uy, U N N UmU
mYn mTL_ mYn mYn
Z m—l—nggmzzlm—irn_;mzzlm—irn—i_z Z m+n

(mn)ed n=1 m=n+1

On échange les deux sommes du dernier terme

N N N n N m—1
DI DD D) Dl D D
n:lm:1m+n n:1m=1m+n m:2n:1m+n

On utilise I'inégalité m + n > n pour majorer le premier terme et faire apparaitre v,, = — Z uy, et
n

. .y . . 1 T
I'inégalité m +n > m pour le second terme en faisant apparaitre v,, = — E uy, quitte a adjoindre
m

un, terme positif a la somme :

N N N m-—1
< Z Untn + D Uy < 2 Z UV (19)
n=1 m=2 n=1

L'inégalité 2ab < a® + b* complete I'étude

N N N
Zzszn Zu + 02 <Zu —|—Zv

n=1m=1

Finalement, la famille étudiée est sommable car les sommes partielles sur les parties finies sont

majorées. ( la série E v2, converge d’apres la question 2.)

meN*
0000000000
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