DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°07
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice 1:

n

k
1. Notons que Vk € N*, a; > 0. Alors (1 +2 + ... + n)* = E Vag X \/?. Alors l'inégalité de
k
k=1

Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

n

(142+4...+n)?= \/a—kxiakg Y (Var)? Y (L)Q

k=1

(1+2+..+n)?= < Y ak> (i%)

Donc

1 1 2 1
2. (a) Soit n un élément de N*. Notons que4(—2— 5| = nt 5.0r1+2+ .. +n=
n?  (n+1) <n(n+1)
2
1 1 1 2 1
M, donc 4 (ﬁ ey 1>2) = i 27:_+ h D’apres le résultat de la question pré-
cédente :

< ! ( +— ot n2>
ai+as+..a, — (1+2+..4+n)2\a1 a ~~  a,/)’
En multipliant par 2n + 1, on obtient :

on+1 on+1 1 4 n? 1 1 iy =
< sttt — =45 - —.
a;+as+ ...ap, — (1+2+...4+n) a

(b) Soit N € N*. D’aprés ce qui précede, on a:
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k2 1 1 1
Or,pourtoutk € N, — >0et | — — ——— | < —, on obtient donc l'inégalité deman-
p ar <k:2 (N + 1)2) = )2 &
dée : N
2 1 1
n+ <4 Z 1
p— aq + a9 —+ (07% 1 Ay

N o0
2 1 1
S n <4y —.
ai +as + ... +ay 1 Ay

n=1

Ainsi la série de terme général est a termes positifs et la suites de ses

a;+as + ... + ay,
sommes partielles est majorée Elle est donc convergente.
n 1 2n+1
On peut vérifier facilement que u, = < - * . De plus la
ar+as+ ...+ a, 21 +as+ ...+ a,
2n+1 . A A
converge donc il en est de méme pour la série de
ay+as+ ... +ay

URE 2n 41 X : e s "
terme général — - Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs
21 +as+ ...+ a,

montrent alors que la série E u, converge et
neN*

- 1 =1 =1

série de terme général

n+1 1 1
Exercice 2 : Soientn > 1,z > 0, On note : f,(z) = / (— - t_) dt. 11 est clair que (fy)nen
n nfE X
1 1
est une suite de fonctions positives sur R’,. Comme pour ¢ dans [n,n + 1], = > S alors
x n x
1 1 : .
fn(x) < — — ————. Soit maintenant a > 0, alors pour toutn > 1,ona:
n® (n+1)*
1 1
[falloo = sup [f(2)] < — — ———<.
z€[a,+oo] ne (TL + 1)(1

Le terme a droite de I'inégalité étant positif et est équivalent a . Comme a + 1 > 1 la série de

na+1
fonction de terme f,, converge normalement sur tout intervalle de la forme [a, +-00][ et ceci pour tout
a > 0. Donc sa somme est définie sur |0, +-o00[ de plus pour tout n > 1, f,, est continue sur tout [a, +00|

quelque soit a > 0. Donc la somme de la série Z fn est également continue sur |0, +o00].
neN*

Exercice 3 :
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1. Démontrons par récurrence que, pour tout n € N et toute suite (yx))ren de réels :

D Awe=> (1" Ty
=0

0
Pour n = 0, la formule (1) donne : A Yr = Yk, ce qui est vérifié, pour n = 1, elle donne : A Yr =

—Yk + Yr+1, ce qui est aussi vérifié. Supposons la formule (1) vérifiée pour un entier n € N donné.
Alors :

n+1

oo = Acdvw= A (St
= Z E%(—l)nijkﬂﬂ - Z E’Z(_l)nijykﬂ'

n+1 n

= Z G (=) Vyris o) — Z Gl (= 1)" ey
=0
= Yktnt1 t Z )" gy — Z Ci(_l)n_jykﬂ +(=1)" g,
j=1
= Ynti+k T Z CZLH(_UnHﬁ?/kH +(=1)"" g
j=1
n+1

_ C n +1— J )
- n+1 Yk+j-

D’apres le principe de récurrence, on a bien : Vn € N, "0/ (—1)" ypy.
=0
2. Pour tout k € [0,n], deg(X*(1 — X)"*) = n, ainsi, chaque terme de la somme est de degré
inférieure ou égal a n. Donc B,,(f, ) est de degré au plus n.

k
Pour tout k € [0, n], posons : y;, = f (ﬁ) .D’apres (1), on a donc:

e ol A = 3Gy = S0 (2).

J=0

n! t! B n! (n—k)!

.l = thn — VKt — k) kl(n— k) (E = k)!(n —1)!

t—k
EZEn—k
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donc:

D'ot1 Va € [0, 1], iAf(omg ‘=
t=0

3. (a) Sif:xw— 1,alorsona B,(

(c) Si f: x> 2°, on trouve B,(f,

mément vers f sur [0, 1].
Dans le dernier cas, on a :

Vo € [0,1], |

B,(f,x).

x) =

4. Dans les deux cas précédents, les suites (

~
M: ] s
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n

o
i
[e=]

ch )

(b) Si f:z+— z, on trouve B, (f, x)—x

T

=+
n

xT.

'I’L—

D Ch(=1)a
t=k
n—k

Bu(f,x) = f(2)]

>ty () ) o

’“) ci-1tf ()

_k<—1>p+kxp+k> Ci(-1r (%)

S0 (—a)r1 )E" f()

=(z+1—-2a)"=1.

r—x

B, (f,z))nen étant constantes, elles convergent unifor-

2

n

. . . 1
et puisque le minimum de la fonction : z +— x — 2% sur [0, 1] est pona:

sup |B,(f,z) —

z€[0,1]

()]

ce qui signifie que la suite (B,,(f, z)),en+ converge uniformément vers f sur [0, 1].

5. Pourtoutz € [0,1],ona:

n

Z(/{: —nx)?Craf (1 —2)"F =

k=0

n

Z(k2 — 2knx + n*2?)CEa*(1 — 2)" "

k=0

n?B, (2%, ) — 2n*r B, (z,r) + n*2*B,(1,z)

2 (:c + (n—1)2?

) —omlr.x 4+ n*2%1

n
= nz(l —z).
D’ou .
vz € [0,1], (k —nz)?Cra*(1 — )" % = na(1 — 2).
k=0
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Soit § > 0. Alors :

— =z
n

Z Chak(1 — a) "

| 7|28

donc:

IN

<

<

25@\k—n:v|25n©(k—nm)2252n2

(k — n‘r)z n—
%28
521712 i(k —nx)?CEa* (1 — )" (3)
k=0
521712 nx(l — nx) (4)

: 1 :
et, en majorant encore x — r — 2% sur [0, 1] par T on obtient :

Z Chab(1 —2)" k<452

52

1

6. Soite > 0. Alors, f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue. Donc :
36 > 0, Vz,y € [0,1],

k
— — x| < 6, alors

n

Dong, si

()= s

[z —yl <6 =|f(z) = fly)| <e

< € Ou encore

f(x)—5<f(%> < f(x)+e¢

Maintenant, pour tout z € [0, 1] :

Ba(f,2) — f(a)] = ch (5) et —ar* - s

5—x|25

IA

52

> Chllfler*

x)"

S 0is (£) ata—ayts S oy (5) oy s

|k—x|<5

k4 Z Ckf (> (1—2)"* = f(z)

ﬁ—z‘<5

< Wl S oy () (1—2)"* ~ f(z)

,_$|<5

Or, dans cette derniére somme, on a bien

n

— X

k
< d,donc f <ﬁ) < f(x) + ¢, etainsi:

Z Cis (£)ata—ayts | 30 Bat—art | (o) < s+

%fx|<5

—z|<6
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ce qui permet de majorer cette derniere somme par €. Ainsi, a partir d’un certain rang n, tel que

| f]] oo
402n

< &, on obtient

Ve>0, dng €N, Yne N, n>ny=|B,(f,z) — f(z)| < 2e,

ce qui signifie que la suite (B, (f, z)),en converge uniformément vers f sur [0, 1].
0000000000
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