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Devoir libre n◦09
Correction

1. A est une matrice symétrique réelle alors A admet une base orthonormée de vecteurs propres de
Rn.

2. • Si pour tout k ∈ {1, 2, ..., n}, λk = 0 alors A est semblable à la matrice nulle et par suite A est
nulle ce qui est absurde. Alors il existe k ∈ {1, 2, ..., n} tel que λk 6= 0.

•
n∑
i=1

λi = tr(A) =
n∑
i=1

λi = 0.

• Si λ1 ≥ 0, alors λk > 0 pour tout k ∈ {1, 2, ..., n} et par suite tr(A) > 0, ce qui est absurde. De
même si λn ≤ 0, alors λk < 0 pour tout k ∈ {1, 2, ..., n} et par suite tr(A) < 0, ce qui est aussi
absurde. On conclut que λ1 < 0 < λn.

3. Écrivant X =
n∑
i=1

xivi. On a Q(X) =
n∑
i=1

λix
2
i . Avec λ1 ≤ λi ≤ λn, pour tout i ∈ {1, 2, ..., n}, on

obtient :

λ1‖X‖2 = λ1

n∑
i=1

x2i ≤ Q(X) ≤ λn

n∑
i=1

x2i = λn‖X‖2.

4. (a) Il est clair que S est borné de Rn. De plus S est un fermé de Rn car c’est l’image réciproque
du fermé {0} par l’application continue X 7→ ‖X‖.

(b) • Q est continue sur Rn comme étant une fonction polynomiale.
• Q est continue sur le fermé borné S donc elle est bornée et atteint ses bornes.

(c) • Q(v1) = tv1Av1 = λ1‖v1‖2 et Q(vn) = tvnAvn = λn‖vn‖2.
• ∀X ∈ S, λ1 ≤ Q(X) ≤ λn.
• ∀X ∈ S, λ1 ≤ Q(X) donc λ1 ≤ min

X∈S
Q(X) et min

X∈S
Q(X) ≤ Q(v1) = λ1 car v1 ∈ S donc

λ1 = min
X∈S

Q(X).

• ∀X ∈ S, λn ≥ Q(X) donc λn ≥ max
X∈S

Q(X) et max
X∈S

Q(X) ≥ Q(vn) = λn car vn ∈ S donc

λn = max
X∈S

Q(X).

5. (a) • Il est clair que Q(X) = tXAX =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj . Par inégalité triangulaire et inégalité de

Cauchy-Schwarz, on obtient :

|Q(X)| ≤
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aij|xj|

)
|xi|

≤

(
n∑
i=1

x2i

) 1
2

 n∑
i=1

(
n∑
j=1

aij|xj|

)2
 1

2

= ‖X‖

 n∑
i=1

(
n∑
j=1

aij|xj|

)2
 1

2

Avec aij = a2ij , on a(
n∑
j=1

aij|xij|

)2

=

(
n∑
j=1

aijaij|xij|

)2

≤

(
n∑
j=1

aij

)(
n∑
j=1

aijx
2
j

)
≤ α

(
n∑
j=1

aijx
2
j

)
,

d’où
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aij|xj|

)2

≤ α

(
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijx
2
j

))
= α

(
n∑
j=1

(
n∑
i=1

aij

)
x2j

)
≤ α2

(
n∑
j=1

x2j

)
= α2‖X‖2
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et par suite |Q(X)| ≤ α‖X‖2.
• Puisque vn ∈ S, on a |Q(vn)| = λn ≤ α.

(b) • On a Q(X) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj et Q(|X|) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aij|xi||xj| donc |Q(X)| ≤ Q(|X|).

• ∀i ∈ {1, 2, ..., n}, |Q(vi)| = |λi| ≤ Q(|vi|) ≤ λn‖|vi|‖2 = λn‖vi‖2 = λn.
6. (a) • En développant suivant la première colonne, on obtient

Pn+2(λ) = det(λIn − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 0 . . . 0 0
−1 λ −1 . . . 0 0
0 −1 λ . . . 0 0
... . . . . . . . . . . . . ...

0 0 0
. . . λ −1

0 0 0 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −1 . . . 0 0
−1 λ . . . 0 0

... . . . . . . . . . ...

0 0
. . . λ −1

0 0 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 . . . 0 0
0 λ . . . 0 0
... . . . . . . . . . ...

0 0
. . . λ −1

0 0 . . . −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λPn+1(λ)− Pn(λ).

• C’est évident que P2(2) = 3 et P3(2) = 4. Supposons que Pn(2) = n + 1 et Pn+1(2) = n + 2.
Donc

Pn+2(2) = 2Pn+1(2)− Pn(2) = n+ 3

Ainsi, ∀n ∈ N∗, Pn(2) = n+ 1.
(b) D’après la question 5., pour toute valeur propre µ de An, on a |µ| ≤ α = 2 et d’après la

question 6.(a) 2 n’est pas une valeur propre de la matrice An. D’où |µ| < 2.

(c) On a
|µ|
2
< 1 et la fonction cos est une bijection de ]0, π[ sur ]− 1, 1[ donc il existe θ0 ∈]0, π[ tel

que µ = 2 cos(θ0).
(d) La suite (Pn(µ))n∈N∗ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r2−

2 cos(θ0)r + 1 = 0 de racines eiθ0 et e−iθ0 .
Sachant que P1(µ) = µ = eiθ0 + e−iθ0 et P2(µ) = µ2 − 1 = 4 cos2(θ0)− 1 = e2iθ0 + e−2iθ0 + 1, on
parvient à

Pn(2 cos(θ0)) =
sin((n+ 1)θ0))

sin(θ0)
.

L’équation sin((n + 1)θ0) = 0 admet n racines dans l’intervalle ]0, π[ qui sont les réels αk =
kπ

n+ 1
, k = 1, . . . , n. Par bijectivité de la fonction cos sur l’intervalle ]0, π[, les n réels xk =

2 cos(αk), k = 1, . . . , n sont distincts et ce sont des racines de Pn. Pn, qui est de degré n, et
donc scindé à racines simples. D’où :

Sp(An) =

{
kπ

n+ 1

∣∣∣∣ k ∈ [[1, n]]

}
.

• • • • • • • • ••
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