DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°10
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice 1:

1. Onaa, = card{ (k1,k2,.... k) € {0,1,2}" | ky + k2 + ... + ky, = n }. Ontrouve a; = card{1} = 1, ag = card{(0, 2), (1
3etag = card{(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2), (1,2,0),(1,1,1),(2,0,1),(2,1,0)} = 7.

2. OnaP(X)=(1+X+XH)" = X'. Donc le coefficient de X" dans le polyndme P est

(k1,k2,....kn)€{0,1,2}™
k1tks...+kn=1,0<1<2n

> 1 =card{ (ki,k2,.... kn) € {0,1,2}" | ks 4+ koo + kn =1} = ay,.

(k1;k27~--akn)6{07172}n
ki+ko...+kp=n

3. Pourtoutn € N*,ona:
1o 1 2
P(ezt)efzntdt _ E 6zlt671ntdt (1)
2m Jo (k1ka,... k) €{0,1,2)" 0
kitka...+kn=1,0<I<2n

1 2r
= 5 > / e!=midy )

(k1 ,ka,... k) €£0,1,2)™ 0
k14ka...+kn,=1,0<1<2n

27
Les intégrales / et ="tq¢ sont nuls sauf si | = n, d’ot :
0

1 o ity  —int
%O P(@ )6 dt = Z lzan.
(k1,k2,....kn)€{0,1,2}"
ki4ka...+kp=n
4. Ona
1 [ 4 , .
a, = — (1 + ezt + e?lt)ne—zntdt (3)
27'(' 0
1 2% ) ) )
— % i eznt(efzt 4 1 +ezt)n€71ntdt (4)
1 2m
= — (14 2cost)"dt (5)
27T 0

La fonction sous-signe intégrale est paire et 2r-périodique, donc

1 2w 1 ™ 1 ™
(1+2cost)"dt = — / (1+2cost)"dt = — / (1 + 2cost)"dt.
0

%0 2 J_, T

1
5. Pourtoutx € {3, 3} ettoutt € [0,7], ona |(1+2cost)"z"| < (3|z|)", donc la série de fonctions Z (1+2cost)"z"
neN*

converge uniformément sur [0, 7] et donc on peut l'intégrer terme a terme :

NE
§
8

Alx) = " ©)
n=1
= ]' " n n
= ; (77/0 (14 2cost) dt> x 7)
= 717/; <§((1 + 2cost)x)”> dt 8)
1 (7 dt
- ;/0 1—x(1+2cost)’ ©)
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t
6. Avec le changement de variable v = tan gsona:

1 [™ dt
Alz) = !
() 77/0 1—2(1+2cost) o
—+o00
_ 1 / 2du (11)
T Jo (1—}—.%')’&24’1_337
— & /+Oo v avecv =1+ zu (12)
T ity Fri-se )
_ 2 |: 1 aTCtanL o (13)
T oavitz | VI-Bz VI=3z]g
_ 1 (14)
(I1+x)(1 - 3x)
11 1 !
P - A2 — = .D
our tout z € { 3 3},0113 (z) (14+z)(1—-3z) 1-—2z—32? one
2(1+ 3x)
24(x)A'(7) = "5
@A@) = T35 —ge2p2
et donc
we[], Ao
373" Alx) 1-—2zx— 322

-11 s N
7. Pourz € FRE peut dériver A terme a terme eton a:

Al(x) = Z napz™ "t
n=1

L’égalité de la question précédente entraine :

(1 — 2z — 32?%) Z na,z" "t = (14 3x) Z anz"
n=0

n=1
Oou encore

oo oo oo o0 oo
E napz" "t — E 2nan,x” — E 3na,z" Tt = E anpx”™ + E 3a,z" .
n=1 n=1 n=1 n=0 n=0

Apres changement d’indice, on obtient :

i(n + Dapyr2™ — i 2napr” — i 3(n—1ap_12" — i anpx™ — i 3ay,_12" + ag = 0.
n=0 n=1 n=2 n=0 n=1

Par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, ceci équivaut a :
Vn > 2, (1+n)aner — (2n+ 1)a, — 3na,—1 = 0 et 2as — 3a; — 3ag = 0.
Ainsi :
2n+1 3n
Ay + Ap—
n+1 n+1

Vn € N*, apy1 = 1.

Exercice 2 :
- . . . T ,
1. Pour z € R fixé, la fonction t — 1 — xsin? ¢ est continue et monotone sur [07 5} , donc I’ensemble de ses valeurs est

™
le segment d’extrémités 1 — x et 1. Il en résulte que si x < 1 la fonction ¢ — 5— est continue sur {0, 5} , donc

1 —asin“t

f(x) est définie pour x < 1.
1

Siz > 1,1 — xsin’(t) s’annule pour sin®(t) = —, donc 1 — xsin?(t) n’est pas positif sur [O, g} , donc la racine n’existe
x

pas et f non plus.

zodt T odt
Si z = 1, on obtient l'intégrale / = / - qui est divergente en vertu de 1'équivalence sin(t) ~ ¢ au
o cos(t) o sin(t)
voisinage de 0.
En conclusion, le domaine de définition de f est D =] — oo, 1].
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q — ————— a pour dérivée partielle par rapport a =

. Lafonction h : (x,t) €] — 00, 1[x [O, 5
1 — sin?(t)

Oh 1 sin?(t)
0 50 = 30 e ()2

Elle est continue par morceaux en t a x fixé, continue en x a ¢ fixé, de plus pour tout segment [a,b] de | — o0, 1], la
1 in”(t

fonction (z,t) € [a,b] x [0, I} — 7% est continue, elle est bornée et donc 'hypotheése de domination
2 2 (1 —asin®(t))2
est vérifiée. En vertu du théoréme de dérivation des intégrales a parametres, f est €* sur [a,b]. Comme a et b sont
arbitraires, f est ¢ sur | — oo, 1], et

1 [2 in?(t

2Jo (1—zsin®(t))2
De méme, on montre que f est de classe € sur | — oo, 1] et

3 (2 sin®(¢)

"(z) = - ————dt.
r@=g e

1 — xsin?(t))?

. Pour z €] — 1,1], on connait de développement :

+oo
(1+2) =1+ Z ala — 1)7;.!.(04—71)%”.

-1 —1)"(2n)!
Quand o = -5 le coefficient de z" devient (4)((')2) D’ot, pour z €] — 1, 1], on obtient :
n(n!
1 = (2n)!
=1+ E 4£ n? 2(xsm2(t))”
1 — xsin?(t) (n})
(2n)! 2y | < _(20)! s e ST
Pourt e {0, —] ()2 5 (zsin®(¢))"| < TTIETIER Le terme a droite est le terme général d"une série convergente, donc
n!

2t : 2z Tr - 2z by 2 .0
la série converge normalement et donc uniformément sur [O, 5} , donc on peut intégrer terme a terme cette série,

d’ou:

(a) Cherchons des solutions de (E) développables en série entiere au voisinage de 0 :

oo
Z anz", Y'( Z nanz" ', y'(z) = Z(n — Dna,z" 2
n=2
En reportant ces séries dans 'équation (E), on obtient :
o0 o0 o0 oo oo a
Z n(n — Dayz™ — Z(n — Dnapz™ ' + Z 2napx™ — Z na,z"" ' + Z an" =0
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0
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Apres les changements d’indices nécessaires pour ramener tous les termes a 2™ on obtient :

oo

> (i(% +1)%an — (n+ 1)2an+1> " = 0.

n=0

Si une fonction développable en série entiére est nulle, ses coefficients doivent étre nuls :

1(2n+ 1) @2n) \?
VR EN, apsy = T (Y
mER et = T e ¢ (22"(n!)2 a0

Les séries Z anz" ont un rayon de convergence égal a 1 ( regle de d’Alembert).

neN
(b)

9 [ sin(t) cos(t) cos?(t) sin?(t) 3z sin’(t) cos?(t)
Ot [4(1 — zsin®(1))2 41 —zsin?())? 41 —zsin®(t)2  4(1 — zsin?(t))2
cos?(t) —sin?(t)  3xsin®(t) cos?(t)
41 —zsin?())?  4(1 —zsin(t))2
(1 —2sin®(t))(1 — zsin®(¢)) 3z sin?(t) cos?(t)
4(1 — xsin®(t))2 4(1 — zsin®(t))3
B 1 — Lsin®(t) + Lzsin®(t) — Lzsin'(2)

(1 —zsin(t))3

+

D’autre part, on a:

3 in2
+ / L U S (t; _dt.
o 4(1—xsin®(t))?2

Donc f solution de I'équation différentielle (E). C’est I'unique solution de (E) qui vérifie les conditions intiales
y(0) = = ety/(0) = g D’ol1 par unicité,

2
00 2
Vo€l —1,1], f(z)= g 3 <%> o

n=0
.. o @2n)! o7
Ainsi, on peut conclure que Vn € N, w,, = 22 ()2 3"
5. Siz >0,1—x €] — 00,0[, donc g est bien définie et meme de classe 2, on a :
1
(22 —2)g" () + (22 — 1)g'(x) + @) = (1—2)?=(1—2)f"(1-2x)

1
+2A —2) =D (1 —2) + f(1 - 2)
= 0
Donc g est bien solution de (E).

1
Soient « et 5 des réels tels que Vx €]0, 1], af(z) + Bg(z) = 0. On remplagant x par 3 dans 1'équation précédente et sa
dérivée on obtient :

@)t (3) =veta-ar (5) =0
1

1
comme f (2> = g et f/ (2> = g, alors o = 3 = 0, donc les f et g forment une base de solutions de I'équation

différentielle (). Ainsi toute solution de E est combinaison linéaire de f et g.
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