DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°01
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice 1:

1. coroo ' =(23),0%0700 2= (34),puis par récurrence, Vk € N, 0" o700 ¥ = (k+ 1k +2).

2. On sait que toute permutation de .7, peut s’écrire comme produit de transpositions de la forme (k k + 1).
Ces dernieres peuvent s’écrire comme produit de o, de 7, et de o L. Oro” =Idetdonco ' =o" Let par
conséquent, o~ ! peut s’écrire comme produit de o.

Exercice 2 :
1. Poura € Zetm € N,onaa = 1[a — 1], donc a™ = 1[a — 1]. De méme a = —1[a + 1], donc si m est impair,
alors ™ = —1[a + 1].

Si k est un diviseur de n, prenant a = 2F on en déduit que 2F — 1 divise 2" — 1, donc si 2" — 1 est premier,
ona2¥—1=1(cest-a-direk =1)ou2’ — 1 =2"—1, donc k = n. Autrement dit n est premier.
Ecrivons n = 2"m avec k € Net m impair. Alors 92" + 1 divise 2" + 1, dong, si 2" + 1 est premier, alors
m = 1.

2. Ona2? = —1[F}], donc 22" — (2216)21_]C = 1[F}]. Enfin F; = 2[F}]. Le pgcd de Fj, et F; divise 2 et, puisque
F} est impair, Fj, et F} sont premiers entre eux.

3. Puisque g divise M), on a 2 = 1[g]. Donc l'ordre de 2 dans F; divise p, ce ne peut étre que p. Or 'ordre de
p divise I'ordre du groupe FZ 1 donc p divise ¢ — 1. Comme ¢ est impair 2p divise g — 1.

4. Si M3 n’était pas premier, son plus petit diviseur? non nul q serait < /M3 < 64v/2 < 100 et un nombre
premier de la forme 26k + 1. Comme 27 n’est pas premier, il reste a teste 53 et 79.
Or 2° = 11[53], donc 2'? = 121 = 15[53] et enfin M3 = 2 x 15 — 1 = 29 # 0[53], de méme 2° = —15[79],
donc 2'? = 225 = —12[79] et enfin M3 = —2 x 12 — 1 = —25 # 0[79].

5 (a) Ona2? = —1]g], donc 22" = 1[g]. L'ordre de 2 dans le groupe F; divise 2171 et ne divise pas 2 : ’est
2l+1.
(b) L'ordre de 2 dans le groupe F; divise ’ordre de F,, donc 2!+ divise ¢ — 1.
(c) Comme w* est la classe de 221, onaw* = —1, donc w? + w2 = 0, donc (w + w_1)2 = 2.0na
(w+ ”ufl)Ql+1 = —1, donc l'ordre de w + w ™! divise 272 et ne divise pas 2/! : c’est 272, On en déduit
que 2+2 divise ¢ — 1.
(d) Si ¢ est le plus petit nombre premier divisant F, alors ¢ = 1[27]. Or 3 divise 129 et 4 x 128 + 1 = 513 et
5 divise 3 x 128 4+ 1 = 385. Enfin, 2 x 128 + 1 = 257 = F3 est un nombre de Fermat donc premier a F5.
Le premier nombre a tester est donc 5 x 128 4 1 = 641.
(e) Ona 2* = —5[641], donc F5 = 22827 + 1 =1 — 5%2%8[641].
(f) Ona 5 x 27 = 640 = —1[641], donc 52%® = (5 x 27)* = 1[641] et 641 divise F5. On a en fait F5 =
641 x 6700417.
Exercice 3 :

1. Comme (Z/2z)" est un groupe a un élément, (Z/2z)" X (Z/mz)" est isomorphe a (Z/,,z)". Si m est impair,
(Z/2mz)" est donc isomorphe a (Z/,,,z)" ( voir la série des exercices ).
2. (a) Onap(1l) = ¢(2) = 1. Si un nombre premier p # 2 divise n, alors p — 1 = ¢(p) divise p(n) donc ¢p(n)
est pair. Enfin, pour k > 2, cp(2k ) = 2F—1 gt pair. Bref, les seuls n tels que ¢(n) soit impair sont 1 et 2.

1. Théoréme de Lagrange : Dans un groupe fini, le cardinal de chaque sous-groupe divise le cardinal du groupe.
2. Soit n > 2 un entier. $'il n’est pas premier, il admet un diviseur p < y/n qui est premier
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(b) Posons k = ppem(p(m), ¢(n)). Les nombres ¢(m) et ¢(n) sont pairs donc ne sont pas premiers entre
eux, donc k < p(m)p(n) = @(mn). Soit x € (Z/mnz)", notons (y, z) € (Z/mz) X (Z/nz) son image
par l'isomorphisme (Z/,nz) — (Z/mz) X (Z/nz). Comme @(m) et p(n) divisent k, on a y* = 1 dans
(Z)mz) et 2F = 1 dans (Z/,z). On en déduit que z* = 1, donc 'ordre de = divise k et n’est donc pas
égal a p(mn). Donc z n’est pas générateur de (Z/,,nz)". Comme c’est vrai pour tout z € (Z/mnz)", le
groupe (Z/mnz)" n'est pas cyclique.

(c) Les éléments du groupe (Z/sz)* vérifient tous 22 = 1, puisque 32 — 1,5% — 1 et 72 — 1 sont multiples de
8. Donc (Z/sz)* n’a pas d’éléments d’ordre 4 : il n’est pas cyclique.

(d) Pour m = 1 ou 2, les groupes (Z/,z)* réduits a un élément sont cycliques, le groupe (Z/4z)" a deux

éléments : il est cyclique.
Supposons que k > 3. Le groupe (Z/4:;)" est I'ensemble des classes modulo 2¢ des nombres impairs
lavec 1 < I < 2F, il a 2"~ éléments. Notons H C (Z/4;)" I’ensemble des classes modulo 2% des
nombres de la forme 8/ 4+ 1 (0 < I < 2¥73). C’est un sous-groupe de (Z/417)"* a 2¥73 éléments. Pour
tout z € (Z/p5)*, ona 2? € H. D'apreés le théoreme de Lagrange, il vient (22)2"° = 1soit 2%~ = L.
En particulier, z n’engendre pas (Z/4:7)*. On en déduit que le groupe (Z/4r7)" nest pas cyclique.

3. Notons m 'ordre de ker f et n celui de f(G). En particulier, G est d’ordre mn°. Soit a € G tel que f(a)
soit un générateur de f(G). Les générateurs de f(G) sont les f(a)* = f(a*) pour k premier avec n. En
particulier, puisque m et n sont supposés premiers entre eux, f(a™) est un générateur de f(G). Soit aussi b
un générateur de ker f.

Démontrons que u = ba™ est un générateur de G. Notons k son ordre, il divise 'ordre mn de G.

e Comme u* = 1, il vient f(u)* = f(u*) = 1. Comme f(u) = f(a™) est un générateur de f(G), il est d’ordre
n, on en déduit que n divise k.

L'ordre de a, qui divise I’ordre mn de G, divise mk et (a™)* = 1.

e Or 1 = uf = b*a™*, donc b* = 1 et donc I'ordre m de b divise aussi k.

e Comme m et n sont premiers entre eux, mn divise k, puisque k divise mn, il vient £ = mn donc u est bien
un générateur de G.

4. Remarquons que, pour a € Z, pged(a, p¥) est une puissance de p, donc a est premier avec p” si et seulement
s’il n’est pas multiple de p.

(a) On raisonne par récurrence sur k.
ePourk=1,0ona:

P B P

(I+pP=> p =1 +p-p+p%p2 +p2 B/ =14 p +p’m

j=0 Jj=3

P

. p—1 e

oum:T+E Cip’ 2.
=8

e Soit £ > 1. Supposons qu’on sache que (1 + p)pk =14 p"™ + myp*+2. Alors

L9 = (P g2y (1)
p
= > Cp*I (14 pmy) (2)
7=0
= T+pp" (1 +pmy) + D Cp* (14 pmy ) 3)
j=2

Remarquons que, puisque k£ > 1, pour j > 2,ona j(k+ 1) > 2k + 2 > k + 3. On peut donc écrire

k+1
(1+pP " =142 4 mypht3

P
ol my41 = my, + Z U;p(kﬂ)]_(H?’)(l + pmy)?.
=2

3. Utiliser le théoréeme d’isomorphisme
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(b) On suppose que n > 2: pour n = 1, ker f a un élément.
Les éléments de ker f sont les classes modulo p™ des = € Z tels = = 1[p]. Un tel élément est représenté
par un unique x € Z avec 0 < x < p" delaformel+ kp,ottonak € Z,0 < k < p" 1. Lordre du
groupe ker f est donc p"~'. Notons b la classe de 1 + p dans ker f.
Son ordre divise p" ! et est donc de la forme p" avecr <n —1.Ona:

A+p)?" " =14p" ",

donc »*"° # 1 donc l'ordre de b n’est pas divisible par p" 2, ilvientr > n — 2, doncr = n — 1. Cela
prouve que b engendre ker f, qui est donc cyclique.
(c) On sait que (Z/,z)" est cyclique et puisque les ordres p" ! de ker f et p — 1 de (Z/,z)* sont premiers
entre eux, il résulte de la question 3 que (Z/,n7)" est cyclique.
5. e Pour m = 1 ou 2, les groupes (Z/,,z)" réduits a un élément sont cycliques.

e Le groupe (Z/47)" a deux éléments : il est cyclique.

e Si p est un nombre premier distinct de 2 et n > 1, le groupe (Z/,nz)" est cyclique ainsi que (Z/gnz)" qui

lui est isomorphe.

e D’aprés la question 2b), si m a deux diviseurs premiers impairs ou si m est divisible par 4 et n’est pas une

puissance de 2, le groupe (Z/.,z)" n’est pas cyclique.

e Enfin, pour k > 3, le groupe (Z/4x ;)" n’est pas cyclique ( d’apres la question 2d) ).

Donc l’ensemble des m € N tels que le groupe (Z/,,z)" est cyclique est :

{1,2,4} U {p"|p premier p # 2,n € N*} U {2p"|p premier p # 2,n € N*}.

Exercice 4 :

1. [ transforme une base de R™ a une base de R", donc f est inversible.

2. Nous savons que M"™ = I, et donc M est un élément d’ordre fini du groupe (GL,(C),.). Par calcul ou
par considération de polyndme minimal, on peut affirmer que n est le plus petit exposant p > 0 tel que
MP? = I, et donc M est un élément d’ordre exactement n. On en déduit que G est un groupe cyclique de
cardinal n.
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