DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

1.

3.

Devoir libre n°03
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Soit u = (uy)neny une suite a valeurs réelles strictement positives. Vérifions les axiomes des
normes.

d d
o Pour tout P = Y a; X" (d=deg P), Ny(P) = uglax| > 0 et N,(0) = 0.

k=0 k=0

e Soit P = Z ax X" tel que N,(P) = 0. La somme définissant N, (P) étant une somme de termes
k=0
positifs, on obtient que pour tout entier naturel £ € Ny, uy|a;| = 0. Comme de plus, uj # 0, on en

déduit que ak = 0. Finalement, P = 0.

d
e Soit P = Zaka(d deg P)et A € R, N,(\P) Zuk|)\ak| |)\|Zuk|ak|:|)\|Nu(P).

k= 0

/

e Soient P = Z ar X" etQ = Z b X" avec d < d'. On pose a;, = 0 pour k € [d + 1,d]]. Pour tout
entier k € Ny, uk|ak + by < uk|ak| + u|by|. En faisant la somme on obtient alors que
Nu(P+ Q) < Nu(P) + Nou(Q).

On a bien montré que N,, est une norme.

On suppose qu’il existe une constante C' € R’ telle que N, < CN,. Notons u = (uy)nen et
v = (Un)nen. Soit n un entier naturel, on sait que N, (X") = u, et N,(X") = v,. On en déduit que
0 < u, < Cwv,.Cela montre que u,, = O(v,).

On suppose maintenant que u,, = O(v,). Il existe donc C' € R’ tel que pour tout entier n, <C

Un
et donc u,, < Cwv, car u et v sont a valeurs positives.
d

Soit P = Z ax X" on a alors
k=0

d d
= wlag| <Y Coglar| = CNy(P).
k=0 k=0

C’est-a-dire N, < CN,,.
On en déduit que N, et N, sont équivalentes si et seulement si u,, = O(v,,) et v, = O(u,).
d

(@ P =) aX* Soitt € [0,1],
k=0

d d
= Zaktk < Zlak\ = N.(P
k=0 k=0

On en déduit que N(P) = sup |P(t)| < N.(P). On peut donc prendre K = 1.

t€[0,1]
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(b) Montrons que les normes N et N, ne sont pas équivalentes. Pour cela nous allons montrer

qu’il n’existe pas de constante C' € R’ telle que N. < CN. Il suffit pour cela de construire
Ny (P n)
N(F)
Considérons P, = (X — 1)". Pourt € [0,1], [t — 1] € [0,1] etdonc |P,(t)| = |t — 1" € [0, 1]. De
plus, |P,(0)] = 1 donc N(P,) = 1.

une suite (P, ),>o telle que

tend vers 400 quand n tend vers +oo.

Maintenant, par la formule du bindme de Newton, P, = Z EZ(—l)”_kX ¥ Cela nous donne
k=0

Ne(P,) =) Ch=2"
k=0

Ne(P,)

N(Py)
pas équivalentes.

4. (a) On utilise les formules d’interpolation de Lagrange. Comme ay, ..., a1 sont deux a deux
distincts, on sait qu’il existe des polyndmes Ly, ..., L, tels que pour tout (4, 5) € [1,d + 1],
Li(a;) = ¢;;. Précisément pour tout i € [1,d + 1],

X —a;

L; = ..

' Hai_aj
J#

Finalement, = 2" tend vers +oo quand n tend vers +oo. Les normes N et N, ne sont

d+1
De plusona P = Z P(a;)L; pour tout P € Ry[X].
=1
(b) On a vu a la question 3.(a) que pour tout P € R[X], N(P) < N,.(P). La propriété est donc
aussi vraie sur R,;[X].
En utilisant ce qui précéde,

N,(P) = N, (Z P(ai)Li> < Z |P(a;)|No(L;) < KN(P)

dt1
ou K = Z N.(L;) qui est une constante qui ne dépend pas de P. On a bien N, < K'N. Les
i=1

deux normes sont équivalentes.
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