DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°07
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

m—1
1. Soitz = ai(u — Ndg)'(a) € F.Ona
=0
m—1 .
u(z) = Z ;U [(u = )\idE)Z(a)} (1)
i=0
m—1 A m—1 ‘
= ai(u — Xidg)(u — Mdg)'(a) + > ai(u — Nidg)'(a) )
=0 1=0
m—2 ' m—1 ]
= ai(u — Xdg) ™t (a) + Y aid(u — Nidp)'(a) 3)
i=0 i=0
car (u — Aidg)™ = 0. Donc u(z) € F et par conséquent u(F) C
m—1
D’autre part, soit (o, a1, ...,am—1) € C" tel que Z i(u — MNdg)'(a) = 0. Appliquons (u — Nidg)™ ' a
i=0

'égalité précédente, on obtient
ao(u —idg)™ 1(a) =0
et donc o = 0.
On applique une autre fois (u — Aidg)™ 2, on obtient a; (u — Aidg)™ *(a) = 0 puis a; = 0. De proche en
proche on obtient a; = 0 pour tout i € [0,m — 1]. Donc la famille (a, (v — Xidg)(a), ..., (u — Xidg)™ *(a))
est libre. D’out dim F' = m.
2. SidimE =1, E = Vect(e) avec e # 0. Le résultat est donc trivial.
3. Onsuppose que u n’est pas inversible.
(@) On a u(E) C F, donc u(F) C F. Alors on peut considérer 'endomorphisme v induit par u sur F.
Appliquons I'hypothése de récurrence a I'endomorphisme v. Donc il existe M; (1 < j < k) des sous-

espaces cycliques tels que F' = M;. Les M; étant choisis de telle sorte que dim M; < dim M, pour
P YEE] q J J q j j+1 P

j=1
1<j<k-—L1
(b)  i. Supposons S est non vide. On a u(y) € F puisque u(E) C F. Donc il existe des scalaires oy; tels
que:
k. my
uy) = DY auu = Xjidp)'(a) (4)
7=11=0
m; ]
= D> ay(u—Nidp)'(ay) + DY ayi(u — Ajidp)'(ay) (5)
JES 1=0 ¢S =0
m; m;
= Z apja; + Z Z agut(aj) + Z Z ag;(u — Njidg)'(aj) (6)
JES JES I1=1 j¢S 1=0

Pour le deuxiéme terme, Z Z agut(aj) = u Z Z agut ™ (a;) | € u(F) et pour le troisieme
jes =1 jeSs i=1
terme il suffit de montrer que a; € u(F) pour tout j ¢ S, car si a; € u(F), c’est-a-dire a; = u(b;)
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pour un certain b; € F, alors
(u — Njidg)(a;) = u ((u — Ajidg)' (b )) e u(F).

Soit j ¢ S, montrons donc que a; € u(F'). Ona:

a; = —)\j_l(u — )\jid]_:;)(aj) ax )Flu(aj) (7)
= =X = Aidp) (<47 (u = Ajidp)(a) + A u(ag)) + A7 M u(ay) ®)
= (=) %(u— Njidg)*(aj) — A 2(u — \jidg)u(a;) + A Yu(ay) 9)

On applique une autre fois a; dans la formule précédente et de proche en proche, on obtient :

mj—1

a; = Z (—1)l)\j_l_1(u — )\jidE)lu(aj) (10)
1=0

= i 1! (w = Ajidp)' (aj) (11)

1=0
car (u — )\jidE)mj (aj) = 0.
Donc u(y) — Z apjaj € u(F
JeS
ii. 5i S est vide, la méme technique faite a a; montre que u(y) € u(F).

(c) Siz € Ftel que u(z) = u(y), alors z —y # 0 et z — h ¢ F sinon y serait dans F'. Donc Vect(y — z) est un
supplémentaire de F, d'ott E = F & Vect(y — 2).

mj;—1
(d) Soitx € H = @ M;;, donc il existe des scalaires f3; tels que z = Z Z ﬁk] ), donc
jes,j<p—-1 j€S,j<p—1 k=0
m;—1
u(z) = Z Z Brjut(a;) € Hetu(H) C H.
j€S,j<p—1 k=0
m;—1
De plus v (z) = Z Z Br;ut T (a7) = 0 puisque u" ™ (a;) = 0, d’ott u™ (H) = {0}.

j€S,j<p—1 k=0

Puisque y — z = apt, alors u(y — z) = apu(t) = Z aja;, donc
jES
(6% (07 (0%
ut) =Y “a; = — ta,= — t ap.
(t) Z Uy A Z o +ap Z o +ap
jes P jes,j#p * jesj<p-1 P
Donc u(t) ¢ H, car sinon a, serait dans H ce qui est absurde.

Comme u(t) € H @ M,, alors il suffit de montrer que la famille (u’(t))1 <i<m, €stlibre. En effet, soit
1My

e
B1, B2, -+, Bm, des scalaires tels que Z ﬂiui(t) =0, donc
i=1

« oz
=St (D) <3 F e (20) + S
jes Or i=1 jeS,j<p—1
mp '
le premier terme est dans 1, le second est dans M,,, donc Z Biu't(ap) = 0 ce qui implique f; = 0

=1
ouri=1,2,...,m,. Donc
9 &g ooog Uity

H & M, =H & Vect (u(t),u(t),...,u™(t)).

Année scolaire 23/24 2/3 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

(e) Onat ¢ Fcary ¢ F,donc E = F & Vect(t). D’autre part F' = @ M; ® M,, d’ou:
J#p
E =P M; ® M, & Vect(t) = @ M; ® Vect(t, u(t), ..., u™ ()
J#p J#p

4. C étant algébriquement clos, alors « admet au moins une valeur propre A\. Donc v = u — Aidg est non
inversible, donc il suffit de considérer I'endomorphisme v.
5. Onau(e;) = es, u2(el) =u(es) = ey, u3(61) =u(eq) = 0, u(ez) = ey, uz(eg) = u(er) =e3, u3(€2) =e4,dour:

C5 = Vect(ez, u(es), u?(eq), ud(e2)) ® Vect(es).
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