DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°10
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

1. (a) Pourtoutz € R,ona:

n n
sinz + Z 2sinx cos2kr = sinx + Z (sin(2k + 1)z — sin(2k — 1)z)
k=1 k=1
= sinz + (sin(2n + 1)z — sinz) = sin(2n + 1)z.

Ainsi, si z €]0, 7] alors sinz # 0 et donc :

sin(2n + 1)z
sinw

n
1+ 220052]{:3@ =
k=1

(b) D’apres le question précédente,

2 1)z
/ sm( nt a:—Tr—i—QZ/ sin 2kxdx = .
0 sin x

] R o T ,sin(2n+4 1)z T, = [T o .
¢) Toujours d’apreés ce qui précéde, on a zi————dx = zdx z* sin 2kzdz. Une
(c) Touj d’ap qui préced / d / dr + 2 E / 2kzdz. U
0 Sinx 0

intégration par parties donne / 2% sin 2kzda = ?, d’ou:
0
™ in(2 1 3 e
/ LG LA T o s
0 sin 3 Pt k

int
2. La fonction ¢t — % est bien définie et continue ( par prolongement en 0 ) sur [0, +oo], donc Vz > 0,

e sint . N , . . .
I'intégrale / Tdt existe. A l'aide d’une intégration par parties, on a pour tout z > 1:
0

B oF _ x
/ Smtdt _ cos(z) il — / cots2(t) o
1 1

t T
, . —cos(z) , ) cos(x) .y
D’une part, lim ————= + cos1 = cos 1. D’autre part, la fonction z — ——— est intégrable sur [1, +ocf,
T—+00 T x
cos(x 1
g ) < donc
x x
lim / COSZ( ) at = / 2 lat.
r—+o0 Jq t 1 t2
T sin(t)
Il en résulte que | hm F(z / —dt existe, donc l'intégrale / Tdt est convergente.
0

3. (a) Soitn un element de N*. Une snnple intégration par parties donne :

In:/obf(t) sinntdt = [f(t)( Cosm ] / F(t Cosm)dt.

2M 1| f°
|I,| < — + = ‘/ '@ cosntdt‘ < — 4= / |f/(¢)|de.
0

Donc
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ou M = sup |f(z)|. Par encadrement il vient sans difficulté
z€(0,b]

lim I, = 0.

n—oo

(b) Comme g est de classe € sur [0, b], alors par opération f est de classe ¢ sur ]0, 1]. De plus

lim f(z) = lim 9(@) ~9(0) =¢'(0) = £(0),

z—0t r—0t x
donc f est continue en 0.

/ —_—
D’autre part, f est dérivable sur |0, b] et Vz €]0,b], f'(z) = zg'(z) = 9(x) + 9(0) C

. Comme g est classe

22
%2, alors ,
g(2) = 9(0) +2g'(0) + T¢"(0) + ”e1(a)
et
g'(x) = g'(0) + 24" (0) + zea(x),
1 1
avec lim g1(z) = limeg(x) = 0. Dot f'(z) = =¢”(0) + e1(z) — eo(x), donc lim f'(z) = =g”"(0).
z—0 x—0 2 z—0+t 2

1
D’apres le théoreme de prolongement d'une dérivée!, f est dérivable en 0 et f/(0) = 5 g"(0). De plus

f' est continue en 0 et finalement f est de classe € sur [0, b).
(c) Soitn € N,ona:

b g 400 g
Ky — Wgl0) = / g(m)sm nxd:n B / g(())smgcdx
0 0

x x
b : 400 . ¢

= / g(:c)smnxdx — / g(O)SH;n dt (poser x =nt)
0 1 0

b 400 .
—g(0 t
— / Msinnxdx—/ g(o)smtn dt
0 b

x
b 400 o3
= / f(z)sinnzdx — g(0) / Y qu ( poser u =nt)
0 n,

b u

b
D’apres le lemme de Riemann, la question 3.3a. et puisque f est de classe ¢, 1i_>m f(z)sinnzdzx =0
n—o0 0

T ginw

et lim

du = 0 car c’est le reste d'une intégrale convergente. D’ot1 :
n—oo J.p u

lim K, = Wg(0).

n—00

4. (a) Parla relation de Chasles on a:

4 sin(2n + 1)z . 2 . sin(2n + 1)z . g . sin(2n + 1)z .
/0 Bzt Dy /D ) SRR R B +/ il R B

sinx sinx z sinz

Utilisons le changement de variable t = m — = dans la deuxiéme intégrale :

T sin(2n T g sin(2n ™ — 3 sin(2n
/h(x)wdx:/ h(r — 1) (2n + 1)( t)(_dt):/o h(w—t)Mdt

x sin x x sin(m — t) sint

D’ou . ” .
[ RN g~ [ 00) 4 - T D,
0 0

sin x sin x

1. Soit I un intervalle, a € I, f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I \ {a}. On suppose que f’ admet en a une
limite finie [. Alors, f est dérivable en a et f’ est continue en a avec f'(a) = I.
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(b) Il est clair que g est de classe %2 sur } 0, g} et que Vx € ]0, g] ,

§(@) = (H(2) — W7 — )= + (hlz) + him — 2)) 2L —E 05T

sin x sin“ x

et

T sinx —xcoszx x —sin2z + zcos? x

g (z) = (W' (z)+h (n—x))—+2(} (z)—h (7 —x)) 5 +(h(z)+h(r—2)) -

sin x sin“ x sin® x

De plus xli)ré1+ g(x) = h(0) + h(m) = g(0), xli)r(r)lJr g (x) = h'(0) — B/ (m) et

lim_g"(z) = = (h(0) + h(r)) + h"(0) + b ().

z—0t 3

Dongc, d’apres le théoréme de prolongement d"une dérivée, g est deux fois dérivable en 0 et que ces

2 . T
dérivées sont continues en 0. Donc g est de classe € sur [0, 5} .
(c)

B T LB = /02 (h(z) + him — 2)) Sifm sin(2nx+ 1)z

_ /z g(x)sin(Qn + 1z
0 xr

rES sin(2n
_/ g(o)w
0

_ /0 : [9@")‘9(0)} sin(2n + Ljzds

X

/+°° sin(2n + 1)t

sin x

dx

T

+00
dz — /0 (h(0) 4+ h(m))
dt, (poserz = (2n+1)t)

; dt (posert= (2n+ 1)z)

jus - +o0 ;
_ /2 Msin@n + 1)zdx — g(O)/ Smudu, u=(2n+ 1)t
0 (2n+1)Z U

g(a:)xg(()) se prolonge en 0 en une fonction de classe ¢

sur [0, E] , donc par le lemme de Riemann lim ’ M
2 n—oo Jq T

D’apres la question 3.3b., la fonction z

sin(2n + 1)zdx = 0.
+00 g
De plus lim Sy

du = 0 car c’est le reste d"une intégrale convergente. D’ot1 :

lim L, = W (h(0) + h(r)).

n—oo

5. (a) Sion prend h(z) = 1 dans la question 4.4c., on obtient

™ sin(2n + 1 " sin(2n +1
W:/ it Uoy hm/ ST 40—y (h(0) + hir) = 2,
0 0

sin x n—00 sin x

N

d’otu:

+00 i
W:/ Pl = 1.
0 Z 2

(b) D’apres la question 1, on a :

T 2 gin(2 1 3
/xsm(n—i— )xdm:ﬂ—l—in.
0

T sinx 3
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) ™ 22 sin(2n + 1)z w3 7 . . i .
Donc lim — " drx=—+2 Z —5, Mmais avec la fonction h(z) = —, on obtient :
n—oo fg T sinz 3 Pt k 7r
) ™ 22 sin(2n + 1) w2
) sme 0 = WO +A(m) =
Dot :
SRR
D) = —— o
=n 6
o : el T4 7 3w oot TV G ¢
(c) Des intégrations par parties successives donne ; x” cos(2kx)dx = 12 o En utisant 1’égalité de

la question 1, on obtient :
/7r z* [(sin(2n + 1) | 3 i 3 Z 1
(22T 1) =x _2ENT
0 2 sin x — 2 k4

D’ou, par passage a la limite :

P
2 10 6 2 <t

1 2
Ainsi, — = —.
nz::l nt 90
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