DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°11
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.
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1. (a) Il estclair que le domaine de définition de F' est R \ Z.
(b) On sait que
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sin®(mz) — (rz)? = = (1 — cos2rz — 27%2?)
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= —=7'z* + o(z*)
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et ] 1
r?sin®z = —2%(1 — cos27z) = 5:1:2(1 — 1+ 27%2%) + o(z*) = 7’2 + o(z*)
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On en déduit que lim F(z) = 1 — % et comme F(1 — x) = F(x), alors lim F(z) =

z—0t r—1—

™ . I . -
lim F(z) = 1 — —. Donc F se prolonge par continuité en une fonction F' sur le segment

z—0t )
[0,1] en posant F(0) = F(1) =1 — %
1
(c) Siz €]0,1], i et g restent dans |0, 1[. Donc
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2. (a) Remarquons que pourn >2onaVz € [0,1], n —x >n — 1 etdonc ||£,[|'2Y = sup |f,(z)
z€0,1]

W’ ce qui montre que la série E [» est normalement convergente et donc uniformé-
/”L p—
n>2

ment convergente sur [0,1]. D’autre part sin > 1 etz € [0,1], alors z +n > n et donc

g || &Y = SL[lop} lgn(2)| = 3 D’ou la convergence normale et donc uniforme de la série
z€(0,1

Zgn sur [0, 1].

n>1
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(b) La continuité des fonctions f, et g, et la convergence uniforme des séries précédentes montrent
que la fonction H est continue sur [0 1]

AR - z+1 = 4 = 4
lus H (= o =) —— -
be plus (2) Z(2n—|—a: +Z 2n—a:) et ( 2 > (2n—|—1—|—x)2+; (2n — 1 — x)?

d’ou:

B 4 4
(1+2)2 (2—2)

3. (a) Puisque F et H sont continues sur [0, 1], alors G est continue sur [0, 1]. D’aprés ce qui précede
on peut déduire que

teen 6 (3) e () -t~

(b) Par continuité et compacité la fonction = — |G(x)| est bornée sur [0, 1] et il existe z € [0, 1]

tel que |G(xo)| = sup |G(x)|. Notons M = |G(zy)|. D’apres I'égalité précédente on a :
z€[0,1]

4M = 4)G(z0)| = ’G () +c (x();—l)‘ <|e(2)]+ ‘G (“"”0; 1)‘ < oM

D’ott M = 0, ce qui montre que Vx € [0,1], G(z) =
(c) D’apres la définition de H, pour tout z €]0,1[on a:

et comme H(z) = —F(z), alors
1 2 n24 g2
_F —9
O P L ey
ou encore en utilisent la définition de F
2 1 . n2? 4 2
sin®(mz) 2 ; (n? — x2)?

De I'égalité F(0) + H(0) = 0, en déduit que
=1 =1 ~ s
il — = — _F(0)= — —
Z n2 Z n? (0) 3 L
n=2 n=1
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