DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°03
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

OO0 000000 00
Exercice 1

1. Supposons qu'il existe deux polynomes P et ) de degré au plus égal a n — 1 et tels que P(s;) =
Q(s;) pour tout € [1,n]. Le polyndme P — ), qui est de degré au plus égal a n — 1, admet donc n
racines distinctes, donc nécessairement P — () = 0.

D’apres le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe des nombres complexes
aq, (g, ..., oy, tels que

a{4
R(z) = ' 1
(2) 223 p— (1)
On multiplie R(z) par (z — s;), on obtient alors (z — s;)R(2) = o + Z i puis on évalue en
() o
P(s; Uj
sj. On trouve ainsi a; = 2 = .
[1(s; =si)  II(s; — i)
7] ’ i7#] !
Le polynéme P = Z U H S répond bien a la question. D’ot1 ’existence et 1'unicité.
Sj — S5

i=1 i
2. Soit P et @ deux polyndmes de degré inférieur ou égal a n — 1 tels que PY(s;) = QV)(s;) pour
i € [1,k] etj € [0,n; — 1], alors le polynéme R = P — () vérifie :

VO<j<m—1, R9(s;) =0 V0 <i <k )

Par conséquent, pour touti =0, 1,- - - , k, s; est une racine de R de multiplicité n,. Si on compte les
racines avec leurs multiplicités, on obtient n racines , or R est de degré inférieur ou égalan — 1,
donc, nécessairement R = 0. D’ot1 l'unicité de P € C,,_,[X| qui vérifie les (2).

3. Soit P(r) = aX? + bX + c un polynéme de C,[X] tel que

P(s1) = u, PU(s1) = uy et P(sy) = us 3)
On obtient donc le systeme suivant :
asy + bsy + c=ul
2as; +b  =u;

ass + bsy + c=ug

Qui s’écrit sous la forme

s7 s 1 a Uy
257 1 0 = | u

2 0
s5 Sy 1 Uy

Le déterminant de la matrice associée au systéme est égal & —(s; — s2)? qui est non nul puisque
s1 # so. D’ot1 'existence et 'unicité de P vérifiant (3).
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P(2) N L
4 a) La relation = — | s’écrit aussi sous la forme :
@ (EN T P g poy Z(Z <z—sj>r>
k n; (2 s k
P<z>=Z<ZA§H(Z_S ) Z(ZATH <z—s]>"f-f>
j=1 \r=1 1=1 =1 \r=1 i#j

11 suffit donc de prendre Q;,.(z) = (z — s;)™ " | |(z — s;)" avec j € [1,k] etr € [1,n,], donc
il y a exactement n; + ns... + n; = n polynomes.
(b) Soient j € [1,k] et € [0,n; — 1] fixés. D’apres ce qui précede, on a:

I

J

Qjny-1(2) = (= =) [ [ (= = s)™,

i#]

dont s; est une racine d’ordre de multiplicité /, donc ngzjfl(sj) = 0 pour i € [0,1 — 1] et

7 n]-—l(S]) 7é 0.
k j n;—1
OnaP(z) =) (Z ALQj (2 ) Z <Z A Qs )),D’oﬁ
7=1 r=1 r

k n;—1
Vi € [1,k], PO(s;) = Z (Z A’]?j_TQg,fZLj_T(SZ.)> mais Q n__r(s) = 0 puisque s; est une

j=1 r=0
racine d’ordre de multiplicité n; si j # 7, donc

n;—1 l

PO(s) = AMTQ, _(s:) = > AFTQN, . (s:) (4)

r=0 r=0

caerﬂ,( ;) =0pourr e [l+1,n; —1].
egahte (4) conduit au systéme triangulaire suivant :
nj; ~(0
_ Ajj-Qéi%j ) 1)
= AJJQ],RJ(S]) + A]J an —1( )

£ <
S So

n;—1 n; n.-—l n n;i—1 n;i—1
WP T=ATQY sy + AP (s o+ ANQYY T (s))

qui est un systeme inversible puisque les éléments diagonaux Q%j_l (s),1 €]0,n; — 1] sont
tous non nuls, donc on peut déterminer d’une maniére unique A;, ..., A7’ - A’ et ceci pour
tout j € [1, k], ce qui montre I'existence du polynéme vérifiant (4).
Exercice 2
e Le fait que la combinaison de deux suites périodiques de période p est périodique de période p est
immédiat.
e Considérons, pour tout 0 < ¢ < p — 1, la suite (&;),en telle que :

| 1 sin=imodulop
siln) = { 0 sinon
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Il est clair qu'il s’agit d"une famille de suites de nombres réels de .7,.

Montrons que la famille engendre I'espace .7,. Vérifions d’abord que la famille est libre, en effet, soit
p—1

Aos A1, ..oy Ap—1 des réels tels que Z Aig; = 0. Il faut montrer que \p = \; = ... = A\, = 0. Pour tout
=0

p—1
ke0,p—1),ona0= Z Nii(k) = Meer(k) = A Donc la famille (g;)o<i<,p—1 est libre.
i=0

Montrons qu’elle est gér;ératrice. On va traiter ce probleme par analyse-synthese.
Analyse : On suppose que la famille (;)o<;<,—1 est génératrice, donc pour tout u € .7, il existe

p—1
Aos A1, .oy Ap—1 des réels tels u = Z \igi, alors nécessairement \; = u(7) pour tout : € [0,p — 1].
i=0
p—1
Synthese : Soit u € .7}, posons v = Zu(z)el Montrons que v = v. Soit n € N, par division eu-

i=0
clidienne il existe ¢ et r des entiers naturels tels que n = ¢p + r avec r € [0,p — 1], donc v(n) =
p—1 p—1

Z u(i)ei(n) = Z u(i)e;(r) = u(r) = u(n), donc u = v.

=0 i=0
Ceci prouve que la famille (g;)o<i<p—1 est génératrice et comme elle est libre c’est une base de ., en

particulier .7, est de dimension finie et dimg (#,) = p.
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