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Devoir libre n◦05
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••
1. Si i 6= j, alors ζ i−j 6= 1 car 1 ≤ |i− j| ≤ n− 1 et ζ est une racine n-ème de l’unité. Donc

n−1∑
k=0

ζ ikζ−jk =
n−1∑
k=0

(
ζ i−j

)k
=

(ζ i−j)
n − 1

ζ i−j − 1
= 0.

Si i = j, on a
n−1∑
k=0

ζ ikζ−jk =
n−1∑
k=0

1 = n.

En résumé, la somme
n−1∑
k=0

ζ ikζ−jk = nδij où δij est le symbole de Kronecker.

2. Notons B la matrice dont le coefficient bij =
1

n
ζ ij . Le coefficient d’indice (i, j) du matrice produit

BA est
1

n

n−1∑
k=0

ζ ikζ−jk. D’après le résultat de la question 1, on a doncBA = In. AinsiA est inversible

d’inverse A−1 = B.
3. On remarque que la matrice A est une matrice de Vandermonde :

A = V
(
1, ζ−1, ζ−2, ..., ζ−(n−1)

)
=


1 1 1 . . . 1

1 ζ−1 ζ−2 ... ζ−(n−1)

1 ζ−2 ζ−4 ... ζ−2(n−1)

...
...

... . . . ...
1 ζ−(n−1) ζ−2(n−1) ... ζ−(n−1)2


et que son déterminant est

∏
i>j

(ζ−j − ζ−i), qui est non nul, ce qui montre qu’elle est inversible.

4. C’est une combinaison linéaire d’applications linéaires de E dans E.
5. Pour tout vecteur x ∈ E, on a :

σ(pk(x)) =
1

n

n−1∑
i=0

ζ−ikσi+1(x) par linéarité de σ (1)

=
ζk

n

n∑
j=1

ζ−jkσj(x) en posant j = i+ 1 (2)

=
ζk

n

n−1∑
j=0

ζ−jkσj(x) car σn = IdE et ζ−kn = 1 (3)

= ζkpk(x) (4)

Ceci signifie bien que pk(x) ∈ Ek.
6. Soit x ∈ E. Comme pl(x) ∈ El d’après la question précédente, on a σ(pl(x)) = ζ lpl(x), et par

récurrence σi(pl(x)) = ζ ilpl(x) pour tout i ≥ 1. On en déduit que

(pk ◦ pl)(x) =
1

n

n−1∑
i=0

ζ−ikζ ilpl(x) =

(
1

n

n−1∑
i=0

ζ−ikζ il

)
pl(x).
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D’après la question 1, ceci vaut 0 si k 6= l et pl(x) si k = l. En conclusion pk ◦ pl = 0 si k 6= l et
(pk)

2 = pk.
7. Pour tout x ∈ E, on a :

p0(x) + p1(x) + ...+ pn−1(x) =
1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

ζ−ikσi(x) (5)

=
n−1∑
i=0

(
1

n

n−1∑
k=0

ζ−ik

)
σi(x) (6)

=
n−1∑
i=0

δi0σ
i(x) d’après la question 1 avec j = 0 (7)

= σ0(x) = x. (8)

Ceci montre que p0 + p1 + ...+ pn−1 = IdE .
On sait que les Ek sont en somme directe, comme toute famille de sous-espaces propres associés
à des valeurs propres distinctes. De plus, par ce qui précède, si x ∈ E on a :

x = p0(x) + p1(x) + ...+ pn−1(x) ∈ E0 ⊕ E1 ⊕ ...⊕ En−1.

Ceci montre que la somme directe des Ek est égale à E.
Enfin, le fait que pk est le projecteur sur Ek associé à la décomposition de E en sous-espaces
propres est exactement ce que dit l’écriture

x = p0(x) + p1(x) + ...+ pn−1(x).

8. (a) Si ϕ est une forme linéaire sur E ( c’est-à-dire une application linéaire de E dans C ) alors
σ∗(ϕ) = ϕ ◦ σ est une application linéaire de E dans C, c’est-à-dire une forme linéaire sur E.
L’application σ∗ : ϕ 7→ ϕ ◦ σ est donc définie sur E∗ et elle est à valeurs dans E∗. Montrons
qu’elle est linéaire. Soient ϕ, ψ deux formes linéaires de E, et λ, µ deux scalaires. On a :

σ∗(λϕ+ µψ) = (λϕ+ µψ) ◦ σ = λϕ ◦ σ + µψ ◦ σ = λσ∗(ϕ) + µσ∗(ψ).

Autrement dit σ∗ ∈ L (E∗).
(b) La base duale B∗ = (ek,i)k,i de B = (ek,i)k,i est l’unique base de E∗ telle que e∗k,i(el,j) = 1 si

(k, i) = (l, j), et e∗k,i(el,j) = 0 sinon.
Nous devons ensuite vérifier qu’on a l’égalité σ∗(e∗k,i) = ζke∗k,i entre formes linéaires sur E.

Soit x ∈ E un vecteur, on peut l’écrire sur la base B sous la forme x =
∑
l,j

λl,jel,j avec λl,j ∈ C.

On trouve :

σ∗(e∗k,i)(x) = e∗k,i(σ(x)) par définition de σ∗ (9)

= e∗k,i

(∑
l,j

λl,jσ(el,j)

)
(10)

= e∗k,i

(∑
l,j

λl,jζ
lel,j

)
car el,j est vecteur propre pour σ associé à ζ l (11)

= λk,iζ
k par définition de e∗k,i (12)

= ζke∗k,i(x) par définition de e∗k,i encore. (13)

Ceci démontre l’égalité annoncée.
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9.

b)⇒a) Si les Ek sont des droites, comme leur somme directe est E, on a dim(E) =
∑
k

dim(Ek) = n.

De plus, comme Ek 6= {0}, chaque puissance ζk est valeur propre, donc X − ζk divise le
polynôme minimal πσ de σ. Comme pour k variable ces polynômes sont premiers entre eux,
alors leur produit, qui est Xn − 1, divise πσ. Mais par ailleurs πσ divise Xn − 1 puisque
σn = IdE .
Finalement πσ = Xn − 1.

a)⇒b) Montrons d’abord que Ek 6= {0}. En effet, si Ek = {0} alors le projecteur pk sur Ek est nul, ce

qui fournit
n−1∑
i=0

ζ−ikσi = 0. Dans ce cas, le polynôme P (X) =
n−1∑
i=0

ζ−ikX i est un polynôme de

degré n− 1 qui annule σ. Ceci est contradictoire avec l’hypothèse que le polynôme minimal
de σ est Xn − 1, donc Ek 6= {0}. Il en découle que dim(Ek) ≥ 1. Comme la somme de
ces n sous-espaces, c’est-à-dire E, est de dimension n, alors ces sous-espaces sont en fait de
dimension 1, c’est-à-dire des droites.

10. Pour tout i ≥ 1, l’endomorphisme σi envoie P (X) sur P (ζ iX), ce qui pour i = n montre que
σn = IdE .
On peut maintenant remarquer que pour 0 ≤ k ≤ n − 1, le polynôme ek = Xk est un vecteur
propre pour ζk puisque σ(ek) = (ζX)k = ζkXk = ζkek. Comme ces polynômes sont en nombre n,
ils forment une base de vecteurs propres. Ceci montre que l’espace propre Ek est réduit à la droite
engendrée par ek. D’après l’implication b)⇒a) de la question précédente, le polynôme minimal
de σ est Xn − 1.

• • • • • • • • ••
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