DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°06
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Probléme 1
Question préliminaire (1+a)(1+8)=1+a++af > 1+ a+ [ puisque af > 0.
1. Al = 1 h =1+ U1V
Ui 1
1 —U 0
Ag=|u 1 —vy|=1+ugvs+ uv; par application de la régle de Sarrus.
0 U9 1

. Développons A,, par rapport a sa derniére ligne :

A, = (=1 g, | e o AL
0 - —u,
Puis par développement par rapport a la derniere ligne,
A, = UpUnNp—o + N1 = N1 + an\_a.

. Montrons dans un premier temps par récurrence forte : ¥n € N*, A, > 0.

La relation est vraie pour n = 1 et n = 2 puisque A, et A, sont des sommes de termes positifs.

Supposons la relation vraie aurang netn — 1 oun > 2.

Alors, puisque a1 > 0, Api1 = Ay + ap41A,—1 > 0, montrant ainsi la relation vérifiée au rang

n+ 1.
Conclusion :Vn > 1,A, > 0etalors,Vn > 3, A, — A,_1 = a,A,,_2 > 0.
On a également Ay — A; = uyvy > 0 et on en conclut que (A,,),en- est croissante.

. OnaVlégalité pour n = 1 et Ay =1+ ugvs + w1 < (1+ a1)(1 + az) par la question préliminaire.

Supposons la relation vérifiée aux rangs n et n — 1.
Alors

n n—1
Appr < JL (1 +ax) + ans RIS (1 +ax)
n—1
= I (1+ax)(1+ an + ant1)

n—1
T (14 ) (1 + @) (14 )
n+1

kl;ll (1 —|— ak).

On a utilisé la question préliminaire. Ceci termine le raisonnement par récurrence.
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5. (a) Pour tout n € N, P, est clairement strictement positif. On peut donc considérer la suite
(InP,),,.
Or,Vn € N, InP, = S,,.

La suite (.S,,), est la suite des sommes partielles de la série Z In(1+ a,).
neN*
Or cette série est une série convergente car :
— elle est a termes positifs.

— In(1+a,) ~ a

n—-+o0o

— E an converge

neN*
— On conclut par critere d’équivalence.

Ainsi, (S,,), converge donc (InF,),, converge. Par continuité de exp et caractérisation séquen-
tielle de la continuité, (P, ), converge. On peut méme préciser vers une limite strictement
positive.
(b) Etant convergente, la suite (P, ), est majorée. L'inégalité du 4 nous montre ainsi que (A,),
est majorée. Etant croissante et majorée, elle converge alors.
6. (a) A vérifier par récurrence sur n.

(b) Considérons la suite des sommes partielles (73,),, de la série Z ty

n>2
Vn>2,T, :Z ty = A, — Ay, par télescopie .
k=2
Par hypothese, (A,,),, converge donc il en est de méme pour (7,),, ce qui signifie que la série
Z t,, converge.

n>2
() Vn > 3,t, = a,Ap_2 > a, > 0 par6.1.

Par critere de comparaison des séries a termes positifs, et puisque la série E t, converge,
n>2

on obtient la convergence de la série Z a, converge
n>1
7. On a établi I'équivalence entre la convergence de la suite (A,,),,€ N* et la convergence de la série

S

neN*

Probléeme 2

1. (a) Soit z un élément de C. On a exp(iz) = . Par linéarité

exp(iz) — exp(—iz) = Z

n=0

Si n est pair c’est-a-dire qu'il existe un entier k tel que n = 2k, alors (iz)" — (—iz)" =
(-1)F = (=1)F)* = 0.
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Si n est impair ¢’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que n = 2k + 1, alors (iz)" — (—iz)" =
((=1)F + (=1)*)iz***' = 2i(—1)*2**"". Donc dans la somme de série précédente tous les
termes pairs sont nuls, et par conséquent :

+oo (_1)k 2k+1

exp(iz) — exp(—iz) = kz:% QZW

AinsiVz € C,
. iy (_1)n 2n+1
s(z) = E (—z )

— (2n+1)!
_ _ <= (i2)" + (—iz)" _
(b) Comme précédemment par linéarité, exp(iz) + exp(—iz) = E ' . Or sin est
n!
n=0

pair c’est-a-dire qu'il existe un entier k tel que n = 2k, alors (iz)" — (—iz)" = ((-1)* +
(=1)%)2** = 2(=1)"2*"*1. Si n est impair c’est-a-dire qu'il existe un entier k tel que n =
2k + 1, alors (iz)" — (—iz)" = ((—1)* — (=1)*)iz***" = 0. Donc dans la somme de série

)k 52k
précédente tous les termes impairs sont nuls, donc exp(iz) + exp(— Z 22—

Ainsi Vz € C,

S ( 1)n 2n+1 S (_1)n 2n+1
e A=y ] L.

2. Pour tout enti A" =~"1,.D tout enti
our tout enter n, Y 12 OI’leOl.lI' outenter m, Z (2n+1 — 27L+1)'

m _1 n
Or 2% ﬁv%ﬂ admet une limite quand m tend vers oo et elle vaut s(7y). Donc

: - (_1)71 2n+1 __ : - (_1)n 2n+1 o
nlli%oz(mﬂ) AT = %5%020 R Rt

n=0

n=

Ainsi
p(A) = s(7)]2.
3. On suppose que A possede deux valeurs propres distinctes o et [3.

(a) Comme A est une matrice de .Z5(R) et que A admet deux valeurs propres distinctes, alors
A est diagonalisable. Donc il existe une matrice P € GLy(C) telle que :

D= (‘8‘ g) — P AP,

n

(b) © Comme D est diagonale, pour tout entier n, D" = (a 0 ), et pour tout entier m,

0o g
2n+1
0
Zm: (=1)" D2l _ nz; 2n—|—
(2n + 1) — (="
n=0 0 n+1
;(2n+1)!6
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(D" s N~ (5D L
@) ————a”" et — 3?1 admettent limit d m tend
rnEO on s 1)!a e nEO on+ 1>!,8 admettent une limite quand m tend vers co

et elles valent respectivement s(«) et s(/3). Donc (D) existe et
o (D)
1 N ) 2n+l 0
i nz:; @n+ 1)1

N T G D
0 1 n+1
mli%o; @n+ 0

o= (" )

o L'application M +~— PM P~ est une application linéaire sur ’espace vectoriel normé
de dimension finie .#(R). Donc I'application M — PM P~ est continue. Ainsi

: - (D) - L~ (=D -
1 P 7 B n+1 P 1 —p 1 —BQTLJrl P 1.
sn3o0 (Z 2n 1 1) mgﬁo; 2n 1 1)

n=0

N T G DL
1 B! =
mli%onzo (2n +1)!

Ainsi

—~ (D" = (D o
Z_(2n+1)!PBP _Z(2n—|—1)!A '

= (_1>n 2n+1 -1
Pt

n=0 n=0 n=0

. - (_1)” 2n+1 -1 _ . - (_1)% 2n+1 __
Donc mlir}rlooP (Z ot 1)!B P =p(A) et mgr}rlooz ot 1)!B = ¢(B).

n=0 n=0

Ainsi
e =r (5 )P

4. On suppose que les valeurs propres de A sont égales: 5 = a.

(a) Notons u I'endomorphisme canoniquement associé a A. o est une valeur propre de A.
Donc il existe un vecteur e; non nul tel que u(e;) = aey.

Notons e, un vecteur de R? tel que (ey, e;) forme une base de R?. (Un tel vecteur existe
d’apres le théoréme de la base incomplete). Alors il existe deux complexes z et y tels que
u(e2) = ye; + xey. Alors A est semblable a une matrice triangulaire supérieure de la forme

(g i) dont les coefficients diagonaux sont exactement les valeurs propres de A, c’est-a-

dire o, donc x = a. Ainsi il existe un complexe y et une matrice () inversible tels que

T = (g‘ Z) — Q7 'AQ.
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n n—1
o Soit n un entier fixé. Supposons que 7" = (06 naan y) , alors

n n—1 n+1 n n
ntl _pn (@ YY) (@ na"Ty\ (o™ nay +ay
m =TT _(O a)(O a” >_< 0 "t )

¢ Finalement par le principe de récurrence, pour tout entier n,

(c) Par la continuité de M — QMQ ", p(A) = Q(WP_{I;OZ 2n+1)!

n=0

T Q. Or

S (—1)n 2n+1 “ (_1)11 .
i (_1)77, T2n+1 B nzzoma + nzzom(2n+ 1)()4 Y
Gyl

— (_1)n 2n+1
n=0 n
0 nZ:O (2n +1)!
— (=" o N~ (D" o, — (="
Remarquons que ;m@n + Doy = ; @n)] a“"y. Donc ;m@n +

o™y = cla)y.
Ainsi

5. Soit A une matrice de .#5(C). A admet alors au moins une valeur propre complexe et au plus
deux. Ainsi soit Sp(A) = {a} soit Sp(A) = {a, 8}.
Le premier cas vient d’étre traité a la question 4 et le deuxiéme a la question 3. Ainsi ¢(A) existe
pour toute matrice A de .#,(C).

6. Supposons qu’il existe une matrice X telle que ¢(X) = (1) 20124> . Parmi les expressions obte-
nues de ¢(A4), (1) 20124 est semblable uniquement & une matrice de la forme (S((? ) y;((j))) /
donc X admet une seule valeur propre « et s(a) = 1. Et il existe un complexe y tel que

yc(a) = 2024. mais

(s(a))* + (c(a)* = (% [exp(ia)—exp(—ioz)))2+<% [exp(m>+exp(—m)>)2

- _i(exp(Qia) + exp(—2ia) — 2) + i(exp(%a} + exp(—2ia) + 2)
=1

Donc ¢(a) = 0. Alors I'égalité yc(a) = 2024 n’est pas vérifiée. Ainsi il n’existe pas de matrice X

de #5(C) telle que ¢(X) = ((1] 20124).
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