DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES MP1

DEVOIR LIBRE 7n°2
Correction

Exercice 1

1. Tl est clair que f est de classe ¢ sur l'ouvert R . Le calcul donne, pour tout (z,y) € (R%)?:
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2. Ona f(z,y) = glu,v) = g(ry, L), donc:
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D’ou 22 —(9 2( z,y) —y —8y2( )*2 —8( v) — 4y auav(u,v)*().

3. La questlon précédente montre que si f est solution de (1), la fonction est solution de (2). Ainsi la fonction
h:ur— 52 (u v) de I'équation différentielle linéaire z — 2uz’ = 0 et ceci pour tout v > 0.

Donc gv (u, v) = a(v)\/u ol a est une fonction d’une seule variable, de classe ¢! sur ]0, +o00|, donc g(u,v) =
A(v)y/u+ B(u) ou A et B sont des fonctions de classe ¢ sur |0, +00o|, et par conséquent la solution générale
de (1) est de la forme :

fay) = A(2) ey + Blay).

Exercice 2

-1
1 — cosy
1. T est clair que f est de classe ¢ et que Jy(z,y) = [ 1 2
5 CoST 1

2. Si f(x1,y1) = f(x2,y2), alors (1 — z2,y1 — y2) = %(sinyl — sinyo, sin xo — sin ;) et donc

1
[[(x1 — 22,91 — y2)|| = = ||(siny; — sinys,sinxs — sinzq)|],
2
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mais

| (siny; — sinya,sinxy —sinz1)||? = (sinys —sinya)? + (sin g — sinxp)?
(y1 — y2)* + (21 — 22)?
= (= —$2,y1—y2)|\2-

IN

(car x — sinx est 1-lipshitizienne ). D’ot1 I'inégalité demandée.

1
3. D’apres la question précédente f est injective et det Jy(x,y) = 1+ 7 coszcosy # 0, donc d’apres le théoreme

de cours, f est un¢’!-difféomorphisme de R? sur f(R?).
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0 —cosy
4. (a) OnaJ,(z,y) = 1 2 et donc
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Ainsi [[dp(zy,y0) (M, E)||7 = Z(k cos® yo + h%cos? zy) < Z(k + h%) = ZH(h’ k)||* et par conséquent

1
||d(p(9307y0) H < 2"
Donc le théoréeme des accroissements finis s’applique a ¢ : V(z1, 72, y1,y2) € R*, ona:

1
lo(z1,y1) — plaa, y2)|| < §H($1ay1) — (22, 2)]|-

(b) ¢ étant une application continue de R? qui est complet, a valeurs dans R? et 1-contractante, donc le
théoreme du point fixe, montre qu'il existe un unique point (z,y) tel que ¢(z, y) (z,y), ce point fixe
vérifie f(z,y) = (a,b), ainsi f est une application surjective et donc f(R?) = R2.

1
5. Ona £(0,0) = (0,0), donc J;-1(0,0) = (J;(0,0))"* = g .
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