DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES MP1
DEVOIR SURVEILLE n°5
Correction
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PRELIMINAIRE
1. Soit z = (21, x9,...,2,) € R", 0na:
n n
n n
1] oc = rfhoe| 37 sy | < ndhoe 3 fag oo
j=1 Jj=1
n n n n n
Donc || M||ee < max >~ laiz|. Soit g I'indice vérifiant max > laij| = 3 las,;|- Le vecteur z de composantes
=1 =1 =1 j=1 j=1
Tj = iog si 7Y }é 0et T = 1si Qiy5 = 0 vérifie
|0 |
a;
Z GigjTj = Z Qioj | Zojl Z |aloj|
j=1 107
n
D’ou = il
iy 21

2.

Soit A une valeur propre réelle de M, alors il existe x # 0 tel que Mz = Az et donc
[Az]| = [[Mz|| < |[M]]]|z]
et donc |A| < || M]].

M étant symétrique réelle, donc diagonalisable dans une R. Désignons par Aj, A, ...,

A les valeurs propres
n

(réelles ) de M et # = (v1,v2, ..., v,) une base orthonormale de ses vecteurs propres. Soit z = Z Z;v; un

i=1

vecteur de R" décomposé dans la base %, on alors Mz = Z \iz;v; et donc (Mz|Mz) = Y M2z? et par
i=1

i=1

conséquent
mln)\Q(x|x) (Mz|Mzx) < al M (z|x)

d’otr:

max \; < || M]|z < max |\i].

i=1 =1
Montrons que ||M]|l2 = m751x|/\i| = |A;, |, en effet, d’apres ce qui précede |A\g| < ||M]2 et donc ||M]l2 =

=

max [Aif = |-
i=1

PARTIE I : DIAGONALISATION DE Ay

. M étant réelle symétrique, donc ces valeurs propres sont réelles. Soit A une valeur propre de M, alors ||

| M || oo, mais || M| = 2, donc A € [-2,2].
(a) Soit 8 dans )0, 7|, on note A\ = 2cosf,ona:

A1 0 0

1 X 1 0

01 X 1 0
A, — B = .

0 0 Al

0 0 1 A

IN
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3.

1.

2.

3.

Un développement par rapport a la premiéere ligne ( ou premiére colonne ) donne
det(A,, — B) = Adet(Al,—1 — B) — det(Al,—2 — B),

ou encore
(%) un(0) = 2cosbup_1(0) — un—2(0).

(b) L’équation caractéristique de (x) est 7> —2cosOr+1 = (r—e')(r—e~") = 0, donc il existe des constantes

telles que _ _
Vn €N, u,(f) = Ae™® + Be ™.
o o sin(n+1)0 _,
Les conditions intiales uy(¢) = 1 et ui(d) = 2cosf, montrent que u, () = —g D’autre part,
sin
un(0) = 0 si, et seulement si, sin(n + 1) = 0 ou encore si, et seulement si, § = : 1 avec k € N. Ainsi
n

k
les A\, = 2cos (%), k € [1,n] sont n racines distinctes du polynéme caractéristique de B, ; donc
n

elles sont les valeurs propres de B,,.

k k
(a) Les valeurs propres de Ay sont p;, = 2 + 2cos (n —:1) = 4sin? <n_:1>, k =1,2,...,n. Puisque les

valeurs propres sont simples sous-espaces propres associés sont des droites vectorielles.

1
(b) On sait que les valeurs propres de A, sontles —, k = 1,2, .., n, d’apres la partie préliminaire, on a :

Kk
1 1 1 1)2
145 e = —— = S— YRR
min || 4sin? T T To 1 i
i=1 2(n+1) (n+1)2 n?
PARTIE 11

Supposons que M est monotone. Soit v € Es, c’est-a-dire Mv > 0 et donc MM v > 0, d’ott v > 0 et par
suite v € Fy.

Réciproquement, Mv = 0 = v > 0 et M(—v) = 0 = —v < 0, donc nécessairement v = 0, donc M est
inversible.

Posons M~ = (b;;)1<i,j<- Montrons que (M ~'¢;|e;) = a;; > 0 pour tout couple (i, j) € [1,n]* ((e1,€2, ..., n)
désigne la base canonique de R" ). Il existe v; = (v}, v2, ...,v") € R tel que e; = Mw; > 0, donc par hypothese

v; > 0 et par conséquent b;; = (M ~e;le;) = (M~ Mu;le;) = v] > 0.

Puisque M = (a;;)1<i,j<n est positive, alors a;; > 0 our tout (i, j) € [1,n]?, et donc

n n
n n
1Moo = miax D _lai;| = max D aij = [|Men]loc.
Jj=1 Jj=1
a) D’apreés ce qui précede, il suffit de montrer que A v > 0 pour toutv > 0,0on a:
% quip q p

(2 + /\)’Ul — Vg2 — g
(2 + /\)’Ug — V] — U3
Ayv = : , avec vg = Unpy41 = 0.
(24 N1 —Up—2o — v,
(24 Ny — VUn—1 — Unt1

n
Soit v;, = minwv;. Si v;, = vo = 0, alors v; > 0 pour tout ¢ € [1,n] et donc v > 0. Siip > 0 alors
1=
(N + 2)viy > vig—1 + Vig+1 > 2v;, et donc vy, > 0,81 A £ 0,v;,, > 0etdoncv > 0,si A = 0, alors
205, > Vig—1 + Vig1 > 2v4,, donc nécessairement v, 1 = vi,41 = 4, ceci entraine v; = 0 pour tout
i € [1,n] etdoncv > 0.
Dans tous les cas on a v > 0, donc A, est monotone.
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(b) Ona Ay — Ay = (2+ NI, + B, — 21, — B, = A\I,,, donc A\ — Ay est positive. D’autre part, Agl — A;l =
At (Ay — Ag)Ay Y, donc Ayt — A > 0.

(c) Ona A" < Ay' etdonc Ay 'e, < Aj'e,, d'ou
145 loo-

A

A tenlloo < || Ap tenlloo et par conséquent || A} oo <

PARTIE III : EQUATION DIFFERENTIELLE
1. L'ensemble des solutions de ’équation différentielle —u” + au = f est ’ensemble des fonctions de la forme :
w:x— Acosy/(—a)z + Bsin(v—a)z + i
e
Pour qu’il y ait une unique solution, il faut et il suffit que le systéme linéaire d’ordre 2 :
u(0) =0 ui s’écrit A - __f
u(l)=0 q Acos(v/—a)+ Bsin(v—a) = %j
soit de Cramer. On calcule son déterminant A :
A =sin(y/—a)etA£0& V/—a ¢ 1l < a# -k, ke N

Donc pour tout a € A = R\{—7%k?/k € N*}, le probleme (£?) peut n’avoir aucune solution ou une infinité,
en effet, si o = —72k?, k € N, le systéme précédent s'écrit :

{ a2

Si f = 0, on trouve la famille de solutions # — Bsin(kmx), B € R,si f #0etk = (2p+1)iln’y a pas de
solutions, etsi f # 0 et k = 2p, on trouve la famille des solutions = + %f cos(2pmx)+ Bsin(2prz)+ é, B eR.

[~

g

2. (a) Laformule de Taylor a 'ordre 4 s’écrit entraine :

2

h3 h4
—u" () — gu@) (zi) + ﬂu(‘*)(ﬁ}), B} €lwi1, zi]

w(zi—1) = u(z;) — hu'(x;) + 5

“ h? h3 h#
(i) = ulz) +ha'(2;) + Z-u (2:) + FU@)(%‘) + ﬂu(‘*)(ﬁf), B7 €lwi, wipa[.
Dlon 4 71,481 (4) (32
U(«Ti+1) _ 2u(:vi) + U(xi—l) _ hQUH(:EZ-) + % U (Bz) ‘;’U (ﬁz)
) (pL (4) (52
Puisque W) + w5 e uW[Bl, B2], alors, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
(4) (L (4) (B2
[‘31‘ E]xifl, $i+1[ tel que 4 (BZ ) —; Y (ﬂl ) = u(4) (ﬂz) D’ot le résultat.
4
(b) Les formules u(w;y1) — 2u(w;) +u(wi—1) = h?u” (z;) + %u(4) (B:), pouri € [1,n] s’écrivent sous la forme
matricielle :
24+ah -1 u(xy) fx1)
-1 2+4+ah -1 u(z2) f(z2)
-1 24+ah -1 u(zs3) f(z3)
. = .
-1 24+ ah -1 w(Tp—1) flxn—1)
-1 2+ ah? u(xy,) fxn)
u(6)
u™(B2)
ht u™(B3)
+ 5 5 :
u(4) (ﬁnfl)
ul(Bn)
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u(z1) f(x1)
u(x2) f(x2)
u(z3) f(z3)
cest-a-dire Ay (X,) =Y, + Z, avec X, = . Y, = h?
u(xn—l) f(xn—l)
u® (B1)
u® (B2)
ht u™(Bs)
Ty = —
et 12 :
u(4) (ﬁnfl)
u® (Bn)
De plus
Moh* M,
1Zull < 5 = Tty
n+1)
3. (a) Dans ce cas I'équetion différentielle s’écrit : v’/ = —1 avec u(0) = u(1l) = 0, on trouve donc u(z) =
%x(l —z). Il est clair que Z,, = 0 et My =0, X, = A;l(Yn) = X,, avec
n 2(n—1) 3(n—2) n
XTL - ) ? n - ) ) VRS
(u(@1), u(2), -, ulzn) (2(n+1)2 2+ 12 2(n+1)2 7 2(n + 1)

n 1
(b) Ona Ay '(V,) = h2A; " (e,) = X, donc h?8| Ay en|oo = max lu(z;)| < 3 d’out:

_ 1 (n+ 1)
Ag oo € =5 = .
1 1)2
Dans la question 3. de la partie, ona: || 4|2 = P— ~ (n +2 ) .
x T
sin 2 +1)

() Ona X, = A (V) + A N(Z,) = X, + A M (Z,), dour:
2 A A

160 =Xl < 1A ool Zall o

< 145 ool Znlloo
11 My

< ST
~— 812(n+1)*

M,

c'est-a-dire sup |u(z;) —a;| < 704-
ie[1,n] 96(n + 1)
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