DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP1

Corrigé du devoir libre n°7
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1. Soit z € C fixé. Posons z = z + iy avec z,y € R, donc on peut écrire : 1 + — = rpefn ot r, = ‘1 + —‘ et
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0, = 2arctan =, pourn > |z|,ona:
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b, = 2n (% +o <%>) =y +o(1).
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. Posonsexp(A) — (I, + -A] = Z apAF, aveca, = —sik >petVk=0,1,...,p,
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la suite (ax) étant a termes positifs, on peut donc écrire :
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et comme lim <|In| +—|A|> = el 4l alors lim <1+ —A> = exp(A).
p—0o0 p p

p—0o0

et

Z\ " .
Ainsi lim (1 n _) T — oF

n—r oo

. Soit R > 0 et soit A € M,,(C) tel que || A|| < R donc, comme en2.,0ona:
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Jexp) = ()] < e~ (14 27)
donc il y a convergence uniforme sur toutes boules fermés centrés en O, et par conséquent sur tout compact de
M, (C).
. lim (A+4¢,) = A, donc la suite (4 + ¢,), est bornée, considérons un compact X de M,,(C) contenant tous les
p—00
termes de cette suite. La suite (f,), converge uniformément sur K, on peut donc écrire :

(A +ep) —exp(A +&p)l| < sup [|fp(M) —exp(M)]| = Ap
MeK

donc lim A, = 0.
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Par ailleurs la continuité de exp sur M, (C) assure que 1Lm Up = 1Lm |l exp(A +¢p) — exp(A)|| = 0 et comme
p—r00 p—00
[£(A+ep) —exp(A)]| < Ap +pp

donc ,
lim (In + ! (A+ ap)) = exp(A).
p

p*)OO
Si A et B commutent dans M,,(C), on peut écrire :
1 1 P 1 1 P 1 1 P
A fp(B)=|(In+-A)|I.+-B =|\In+~-(A+B)+ 5AB) = (I, +~-|A+B+-AB
b p p p b p
ainsi lim f,(A)f,(B) =exp(A+ B)d’ou:

exp (A + B) = exp(A) exp(B).
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