DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP1

Devoir libre n°2
Correction

00000000
Partie I

1
1. a) Soit a € £(A), et soient (ay,az) € A? tel que a = i(al + az). Si on avait a; # ag, alors a; # a et

as # a,car a; = a < ag = a,donc aj,ay € A\{a}, d’ol [a1,a2] C A\{a}. Mais a € [a;,a2], d’ol1 la
contradiction.
Finalement, on abien: a € ¢(A4) = Z,.

b) Soita ¢ £(A). Alors A\{a} non convexe, ce qui s’écrit :
J(a1,a2) € (A\{a})?, a1 # as tel que [a1,as] € A\{a} (1)
Mais, puisque (a1, a2) € A? et que A est convexe, on a:
la1,a2) C A (2).

D’apres (1) et (2) ona a € [a;, az] et donc il existe ¢t € [0,1] tel que a = ta; + (1 — t)az. Mais les cas
a; =azout=0out=1sontimpossibles ( car a; # aetaz # a).
On a donc bien :

J(a1,a2) € A%, a1 # ag et It €]0,1[ tel que a = tay + (1 — t)az.

¢) Soit a ¢ A. On construit alors a; et as et t comme dans la question précédente. On peut trouver
facilement by, by € a1, az], by # by tels que a = %(bl + b2). On donc montré :

a¢e(A) = non,,

soit encore
Py =ace(A).

Finalement,
ace(Ad) & P,

2. a) Soienta,b € By ett € [0, 1]. Alors, pour toutt € [0,1],ona:
N(ta+ (1 —t)b) < tN(a)+ (1 —t)N(b) < 1

donc ta + (1 —t)b € By.
Ainsi [a,b] C By et By est convexe.

b) Soit a € &(By). Puisque &(By) C By, on a déja N(a) < 1. On ne peut pas avoir ¢ = 0, car

Bn\{0} n’est pas convexe. Soit donc a; = ﬁ ona N(a;) =1etdonca; € By et soit ap tel que
1 2N(a) — 1 _

a = 5((11 +az) (a2 = 2a —a; = Jii)a)a ). Alors N(a2) = 2]\][\5‘8) LN(a)2N(a) —1 < 1, donc

as € By.

1
Ainsi a = =(aj + a2) avec (a1, a2) € Bz2v- Puisque a € &(By), &, est vraie, donc a; = az. D’'oll
a=a1 =azeta € Sy.
Finalement, &(By) C Sn-
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1

c) Soient a1,ay € By tels que a; # ag, et supposons a = §(a1 + ay) € Sy, c'est-a-dire N(a) = 1,
soit encore N (aj + az) = 2. Puisque N(a; + a2) < N(a1) + N(az) < 2, on a donc nécessairement
N(a1) = N(a2) =1,d’ottay,as € Sy.

1
Supposons qu’il existe (a,b) € S%, a # b, tels que [a,b] C Sy. Alors, sic = i(a +b), ¢ € [a,b]
donc ¢ € Sy. On a donc non(Z,.), c'est-a-dire ¢ ¢ &(By). Ainsi &(N) & Sy, ce qui démontre
I'implication (<).
Réciproquement, supposons &(N) & Sy. Cela signifie qu’il existe a € Sy et a ¢ &(By), soit
a € Sy etnon(Z,), soit a € Sy etil existe (aj,as) € B?V, ap # ag tels que a = §(a1 + a). D’apres
la question précédente, ona a,as € Sy.
Montrons que [a1, az] C Sn. Soitz € [a1,az2],siz = a; oux = az ouz = a, onabien z € Sy, sinon,
. S s s T +y

soit y = 2a — x, 'est-a-direa = ——.

On a alors z # y, (x,y) € B]2V eta = HTT‘W D’apres la question précédente, x € Sy, ce qui

démontre I'implication (=).
d) Dans R?, on considere la norme |||« telle que ||(x, y)||oo = max(|z],|y|).Ona:

By={(z,y) eR?/—1<z<1 et —1<y<1}

et
Sy ={(z,y) e R2/[z| =1 et [y| =1}

11 est facile de vérifier que &(By) = {(1,1),(1,-1),(-1,1),(—-1,—-1)}.
Donc &(By) & Sn-
3. a) C est d'intérieur non vide, donc il existe a € C et r > 0 tel que B(a,r) C C. C étant symétrique
par rapport a 0, on en déduit que B(—a,r) C C et, par convexité, que B(0,7) C C, en effet, si
x € B(0,r),z= %[(a+:1:) + (z —a)laveca+z € B(a,r) etz —a € B(—a,r).
Ainsi, il existe r > 0 tel que B(0,r) C C, d’ot1 C est un voisinage de 0.
b) Deux cas sont possibles :

O Siz=0,ona{\>0/z e \C}=]0,+o00[, puisque 0 € C.
r

O Sixz # 0, il existe r > 0 tel que B(0,r) C C. Soit alors ¢ = ml’ Alors ¢ € B(0,r)doncc € C
x
etz = Acavec A = M
T
On a montré dans tous les cas qu'il existe A > 0 tel que = € A.C. Donc {\ > 0/z € A.C} est non

vide.
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c) Ce qui précede permet de démontrer que la définition de jo a bien un sens, car {A > 0/z € A\.C'}
est une partie non vide minorée ( par 0) de R, donc se borne inférieure existe.
o Vz € R", jo(x) > 0 d’apres ce qui précede.
e Soit x € R™ tel que jco(x) = 0. Par définition de la borne inférieure :
Ve > 0,3\ €]0,¢] tel que = € A\.C.
Or C est bornée, donc il existe M > 0 tel que Ve € C, ||¢|[| < M. On a donc
Ve > 0,3\ €]0,¢[ tel que ||z|| < AM

Dot Ve > 0, ||z|| < eM. Ainsi ||z|| = 0 puis z = 0.
e Soit ;1 € R*. Alors pour tout z € R" :

jo(pr) = inf{\ > 0/uz € \.C}
= inf{A>0/x € 2.0}

A A
Orz € —.C <= x € ——, car C est symétrique par rapport a 0.

I |ul.C \
Donc jo(puz) = inf{|u|N € R}, z € N.C}, en posant \' = 7k Soit finalement :
jo(pz) = |p|inf{\N e R, z€ N.C}
= |plic(z)

et cette égalité reste évidement vraie pour p = 0.
e Soient enfin z,y € R™. Pour tous A\, u > O telsque z € \.C ety € u.C,onaz = Acety = uc avec
(c,d) € C2. D'ou

A
T4+y=A+pud =\+p) <)\+MC+)\iMC/> € N+p).C

Dong, par définition de jc : jo(x + y) < X + p. Cette inégalité étant valable pour tous A et y tels
quez € A\.C ety € .C. On en déduit

jo(z +y) < je(x) +joly).
Tout ce qui précéde montre que jc est une norme sur R”.
d) Siz € C,z € 1.C d’ot1 jo(z) < 1. Ainsi C C Bj,.
Soit ¢ € Bj,, c’est-a-dire jco(x) < 1. Par définition de la borne supérieure, il existe A > 0 tel que

jo(z) <A< letx e \C,soitx = A.cavecc € C.Onaalors z € [0,c] d'out z € C puisque C est
convexe. Dot

Bjc cCcC BjC'

Donc By, C C C Bj,.Mais Bj, = Bj, = Bj. et C = C d’ou, en conclusion C' = Bj.
Partie II

1. Si N est eculidienne, alors & est vraie, c’est une propriété qui découle directement du cours, cas
d’égalité dans 1'inégalité de Cauchy-Schwartz.
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2. a) Supposons 'y vérifiée. On sait déja que &(By) C Sy d’apres 1.2.b. Si &(By) # S, il existe
(a,b) € S% tel que a # bet [a,b] C Sy d’apres L.2.c. On aurait alors %(a +b) € Sy soit
N(a+0b)=2=N(a)+ N(b).
Dongc, d’apres Py, {a, b} est lié.
Mais a,b étant de norme 1, cela implique a = +b. Or le cas a = b est exclu, donc a = —b puis
1
D’ou1 la contradiction, finalement &(By) = Sn.

b) Soient f et ¢ comme dans 1'énoncé, et soient a,b > 0 tels que a < 1 < b. Alors il existe ¢ €]0, 1] tel
quel=ta+ (1 —t)bet

f(1) fta+ (1 =1)b)
tfla)+ (1 —=1)f(b)
tg(a) + (1 —)g(b)

g(ta+ (1 —1)b) = g(1)
Puisque f(1) = g(1), les inégalités ci-dessus sont des égalités. On en déduit
flta+ (1 =1)b) =tf(a)+ (1 —1)f(b),

ou encore t[g(a) — f(a)] = (1 —#)[f(5) — g(b)] et comme g(a) > f(a) et £(b) < g(b) alors f(a) = g(a)
et f(b) = g(0).

On a donc bien

VARPVAY

Ve e R, f(z)=g(x).

c) e Il est facile de montrer que f et g, définies dans 1"énoncé, vérifient bien les hypotheses de la
question précédente.
On en déduit alors f = g, c’est-a-dire

YVt >0, N(a+tu) = N(u)+tN(v).

. 1
e Sion posedoncw = ——v,onaw € Sy et

N(v)

N(u+w):N<u+ U>:N(u)—|—1:N(u)+N(w):2.

1
N(v)

1
Doncu € Sy, w € Sy et i(u +w) € Sy. Puisque Sy = &(By), on déduitde I.1 : u = w.
d) On suppose encore &(By) = Sn. Soient x,y tels que N(z + y) = N(z) + N(y). On veut donc

démontrer que {z, y} est lié.

e C'estimmédiatsiz =0ouy =0,

. 1 1
e sinon, posons u = N(x)x etv = my. Alors N(u) = 1et
Nau+o) =N () 2 L Ndy) = 2 [N@) + N@)] = 14N (=2 ) = 1+ N ()
TSI NG ) TN Y T N Y yi= N@)) ~ v
D’apres la question précédente, u = L'u, donc {u, v} liée, il est de méme pour {z, y}.

N(v)
Conclusion : on a donc démontré (2) = (1) et finalement (1) <= (2).
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3. a) C est la partie du plan délimitée par les droites d’équations z = +1 et les paraboles d’équations
y = +(1—z?%).

1 2

lacourbey =1 — =z

x

\
—
—

el

lacourbey = —1 4+ 22

b) OnpeutC =CiNCaNC3NCyou:
Cy = {(z,y) e R?/x < 1}

Cy = {(z,y) e R*/z > —1}
Cs = {(z,y) e R?/y <1—2?}
Cy = {(z,y) e R?/y > 2* — 1}

C et Cy sont convexes : ce sont des demi-plans.

C3 et Cy sont convexes : en effet, si f est une fonction convexe sur R on sait que son épigraphe
{(z,y) € R?/y > f(x)} est une partie convexe de R.

Ainsi C, intersection de parties convexes, est une partie convexe.

C1, Cy, C5 et Cy sont des fermés. En effet, par exemple, Cy = F~1(]0, +o0[) ot

F: RZ? — R
(z,y) —y—a®+1

donc Cj est I'image réciproque par F' continue d’un fermé de R, donc est fermé.
C est bornée, c’est une partie de la boule unité pour la norme 2.

C' # () car, par exemple, la boule de centre O et de rayon % ( pour la norme 2 ) est incluse dans C.
Enfin, C est symétrique car (z,y) € C = (—z,—y) € C.

c) La partie {(z,y) € R?/|z| < 1 et |y| < 1 — 2%} est un ouvert de R?, pour une raison similaire a
celle ci-dessus : image réciproque d’un ouvert par une application continue. Et c’est le plus grand
ouvert inclus dans C, car si (z,y) € R? est tel que |z| < 1 et |y| = 1 — 22, toute boule de centre (z,y)
rencontre a la fois C' et son complémentaire. Ainsi

Sy = BNy\Bn = {(z,y) € R*/[z| <1 et |y| =1 —2?}.

Ona &(By) = Sn, car Sy ne contient aucun segment [a, b] avec a # b et on utilise alors la question
I12.c
D’apres I1.2, on en déduit que Py est vérifiée.
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d) Soit N une norme euclidienne, et ¢ le produit scalaire dont elle dérive. Si (z,y) = ze; + yes avec
e1 =(1,0)etea = (0,1),0ona:

[N(z,9)]> = p(zer + yes, ver + yeo)
z?p(er, e1) + 2zyp(er, e2) + y2p(ea, ea)
az? + 2bzy + cy? avec a,b,c € R

De plus, on doit avoir ¢ — ab < 0 pour que ¢ soit définie positive. Ainsi
By = {(z,y) € R?/az?® + 2bxy + by? < 1},

donc By est l'intérieur d'une ellipse. On ne peut pas avoir By = C, donc j¢ n’est pas euclidienne.
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