DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP1

Devoir libre n°3
Correction

PARTIE I : GENERALITES, EXEMPLES

1. a) Soient M et N deux matrices de F, et A un nombre réel. Alors

n

TOAM +N) =Y (Amg +ni) =Xy mg + ¥ _ngg = AT(M) + T(N).
=1 =1 =1

Il en résulte que T est une forme linéaire.

b) OnTy(AM + N) = T(UAM + N) =T(ANUM +UN) = \XT(UM) + T(UN) = XTy(M) + Ty (N)
donc Ty € E*.

¢) ker Tyy = Hy et par conséquent Hy; est un sous-espace vectoriel de FE.

1 0 0 1 0 0 0 0
2. a) Ona Ey; = <O 0>,E12=<0 O>’E21:<1 0>,E22=<0 1>-(E117E12,E217E22)

est la base canonique de .Z>(R).

11 a b\ [(a+c b+d at+c b+d\
b) Ona(1 1><c d>_<a+c b+d>etT<a+c b+d>—a+b+c+d,donc

HU:{<(CI Z) € MrR)/a+b+c+d=0}.

¢) Ty(I2) =4 # 0, donc dim ImTy; > 1. Mais d’autre part Im7y; C R, donc dimIm7y; < 1. Finalement
dim ImTy = 1.
La dimension de .Z5(R) étant 4, et Ty; étant linéaire, le théoréeme du rang permet d’affirmer que
dimker Ty; = 3. Or ker Ty = Hy, donc dim Hy = 3.

. 1 0
d) La matrice P = ( 0 1

Hy, donc Hy N GLQ(R) #* 0.

) est inversible, car la diagonale a coefficients tous non nuls, et dans

PARTIE II : QUELQUES RESULTATS UTILES POUR LA SUITE

1. a) Posons C = AB = (c¢;j)1<i j<n avec ¢;j = Zaikbkj etdonc: T(AB) = > cii = Y. > aixbi-
st i=1 i=1 k=1
b) En particulier, T(*AB) = > > (*A)ikbri = > > akibr-
i=1k=1

i=1k=1
n

De méme , on pose D = BA = (d;j)1<i j<n, avec d;; = g biray;, donc :
k=1

n n

T(AB) = Zcii = Z Z aikbki = Z Zbkiaik = dek = T(BA)
i=1 k=1

1=1 k=1 k=11i=1

2. a) SiU=0,alors T =0et Hy = E, donc dim Hyy = n?.

b) Si U possede au moins un terme non nul. Soit (joy, ip) I'indice de ce terme. Comme le produit de U
a droite par la matrice F; j, est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles, sauf celle de rang jo,
qui contient la colonne de rang i de U, le seul élément diagonal non nul de ce produit est le terme
diagonal d’ordre jo, qui vaut précisément celui d’indice (jo, i9) de U. Il en résulte que T'( E;,;,) # O.
Par suite, Tt est une forme linéaire non nulle sur £, dont le noyau Hy; est de dimension n?—1.
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3. a) OnaT;;(Ey) =T(E;iEx) = T('E;jEx). D'apres (I1), on obtient la somme des produits des termes
de méme indice de E;; et Ej,;. Pour qu'un tel produit soit non nul, il faut et il suffit que chacun de
ses facteurs soit égal a 1. Cela ne peut se produire que si (¢, j) = (k,[), et dans ce cas il existe dans
la somme un unique produit valant 1, les autres étant nuls.
On peut en déduire que

0 si(i,j)#
Tii(Ew) = { 1 s Eiaj; =

n n
b) Supposons que Z Z/\ijTij = 0. Alors en appliquant cette relation a chaque matrice Ej;, on
i=1 j=1
obtient

(k1) € [Ln]*, DD XTii(Er) =0
i=1 j=1
Or d’apres la question précédente,

n

Z Z XijTij(Er) = M-

i=1 j=1
On en déduit que la famille des T;; est libre dans E*. Comme elle possede n? éléments, et que
dim E* = n?, on peut conclure que les formes T;; forment une base de E*.

4. L'application ¢ est clairement linéaire. De plus, elle transforme la base canonique des matrices élé-
mentaires F;; de I en la base des T;;. On en conclut que ¢ est un isomorphisme de E vers E*.
5. a) Par définition d"un hyperplan d"un espace vectoriel de dimension finie, la dimension de H vaut
n? — 1.
b) A¢ H = Vect(A) N H = {0}. Or A # 0, donc dim Vect(A) = 1. On en déduit que la dimension de
Vect(A) + H vaut 1 +n? — 1 = n?. Donc H + Vect(A) = E, et finalement E = H @ Vect(A).
¢) Pour tout M € E il existe un couple unique (M,\) € H x R tel que M = N + AAc. On note
I(M) = . 1l est facile de vérifier que [ est linéaire. Ainsi, la forme linéaire [ dont la restriction a H
est nulle et qui envoie A sur 1 admet bien H comme noyau.

d) Soit U I'antécédent de | par ¢. On a alors H = ker! = ker Ty = Hy. Donc il existe U € E tel que
H = Hy.

PARTIE III : LE RESULTAT GENERAL

1. a) 'endomorphisme de R" canoniquement associé a P envoie la base canonique (e, es, ..., €,) de R
sur la famille (eq, €3, ..., €51, €1). Il transforme donc une base de R™ en une base de R". Il en résulte
que P est inversible.

b) Comme ‘R, = R,, la formule (I1) nous permet de calculer Ty, (P) = T('R,P) = Y p;» = 0. Donc
r=1

P € Hp,.

2. D’apres 11.5.d., tout hyperplan H de E est de la forme Hy pour une certaine matrice non nulle
U. Si on désigne par r € [1,n] le rang de U, alors d’aprés 1.b., la matrice P appartient a Hg,,
donc T'(R,P) = 0. Comme R, peut s’écrire sous la forme S1US;, on a T'((S1US2)P) = 0. Mais
T((S1US2)P) = T(S1(US2P)), qu'on peut d’'apres (I2) aussi écrire T'((US2P)S1), puis T'(U(S2P5Sh)).
I en résulte que T'(U(S2PS1)) = 0, et par conséquent que SoPS, € Hy = H. Mais S; et Sy étant
inversibles, So PS1 I'est aussi, ce qui acheve la démonstration du résultat général : Tout hyperplan de
E contient au moins une matrice inversible.
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