Devoir libre n°5
Correction

RAPPEL : (Définition de l'intégrale d’'une fonction vectorielle) Soit f une application
continue par morceaux de / dans E'; espace vectoriel de dimension finie n. Soit # =
(e1, e, ..., €,) une base de E. Posons :

viel, f(t) Zf,

Les f; sont donc des applications continues par morceaux de I dans R. Alors, si a et b
sont deux éléments de I, le vecteur :

> (/ b 0t e

b
ne dépend pas de la base 4 choisie, on le note / f(t)dt

1. On a pour tout A € #,(R) et tout X € R", ||AX|| < ||A]|||X]]. Donc si B € ,(R),
[ABX]| < [|A[[[[BX]| < [[A[[|| B[ X]|, d"ot :

[ABX]|

IAB]| =
X

< [[A[ll[BII

2. a) Lasérie E A—k est absolument convergente, car HAkH Al etla série Z A
' ! gente, car = = T X
keN —
converge et comme .7, (K) est complet, en tant qu’espace vectoriel normé de di-
k

mension fini, la série Z T est convergente.
keN
n Ak
b) Notons, pour tout n € N, S,,(4) = T

k=0

la suite de sommes partielles associée
k
a la série g R Par I'inégalité triangulaire, on peut écrire :
keN

Ak

Par passage a la limite et par continuité de l’application norme ||.||, on obtient
[lexp(A)]| < exp(][A])-

"\ BA* BAF BA¥
c) Pour toutn € N,ona BS,(A) = Z S la série Z - existe car I - I <

k=0 neN

IBIIAlI* s o :
, donc par passage a la limite et par continuité de 'application produit

k!
(A, B) — AB ( bilinéaire en dimension finie ), on obtient 1’égalité :
— BAF
Bexp(A) = R
k=0

Prof: M.TARQI 1/6 CPGE-KHOURIBGA



Si A; et A, sont semblables, alors il existe une matrice P inversible telle que
Ay = PA;P~'. Donc pour toutn € N, on a

S, (Ay) = PS,(A) P~

L'application M +— PMP~! étant continue ( linéaire en dimension finie ), donc
par passage a la limite on obtient :

exp(Ay) = Pexp(Al)P_l.

Donc les deux matrices exp(A;) et exp(A;) sont semblables dans .#,,(R).
3. a) Comme A et B commutent, on a:

A+B)" 3 Ci yips — 3 AL

| | | 41
n! e k! S LVL
D’autre part,
IS4+ B) - s s = | UEEL S s B
k=0 i=0 Jj=0
"~ A'BI A' B
- [Eras- > 42
k=0 i+j=k 1<i,5<n
T A
n+1<i+j<2n : j!
[A]" | A]?
< 2 il
n+1<i+j<2n
— (JJA]l + || B])*
- Z k!
k=0
— [|A]' < IB|
3 il 2 G
=0 =0
Lorsque n tend vers I'infini, ce dernier terme tend vers el4+5lIl — ell4lelZl = 0,
donc
lim S,(A + B) — S,(A)Sa(B) = 0,
n—o0
d’ott exp(A + B) = exp(A) exp(B). On a de méme exp(A + B) = exp(B + A) =
exp(B) exp(A)

D" ) 1 2m 3" )
b) Pour tout n € N, = diag (m, — H)' donc exp(D) = diag(e, €2, €®).

Ona F? = et F3 = 0. Donc

S OO =
S OO
O O =

2

F
exp(F):I+F+§:

o O =
O = =
= =l
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La matrice E étant diagonalisable, car elle admet trois valeurs propres distinctes
1, 2 et 3. Des vecteurs propres associes sont respectivement u; = (1,0,0), us =
(1,1,0) et us = (1,2,2). Donc on a 1’égalité :

E=PDP™!

e 0 0 e 63 —e 6_ — 62 + —
exp(E)=Pexp(D)P =P 0 & 0 |Pl=|, o 25 72
0 0 ¢ 0 0 3

On remarque exp(£) = exp(D + F) # exp(D) exp(F'), en effet les matrices D et F
ne commutent pas.

4. a) La propriété est bien vérifiée pour k£ = 0. Supposons maintenant
I(A+B)" = A% < (Al + 1BID" — [|1A]™
On a pour tout k € N :

(A4 H)F — AM| (A+ H)* A+ H) - A*A|

(A+ H)A - A*A — (A+ H)*H||
(A+ H)* = A¥| + |A+ H|"||H]
(Al + 1HD" = (A ]Al

+([[A[ + [[Z D"+ [[A[ = [[Al])
(Al + IHDFILAL = [JA=
+(LAL+ H D = (LA + (=D A
= (Al + [[H[)* — A=

IA AN IA

IA

b) D’apres l'inégalité précédente, on peut écrire, pour tout n € N et tout H €

My (R)
" (A+HF L AF "\ (A+H)F Ak
2 ARy Y 2 EE—y
k=0 k=0 k=0
iXWW+WﬂW_HMm
= k! !
k=0

< el )
Quand n tend vers l'infini on obtient

| exp(A+ H) —exp(A)| < el (elHl — 1),
inégalité qui montre que 1515130 exp(A + H) = exp(A), donc I'application exponen-
tielle est continue sur ., (R).

n

REAMARQUE : La série Z —- converge normalement sur toute boule ouverte
n!

neN
B(0,r) de 4, ( ), donc uniformément : exp est continue sur B(0,r), puis sur
g (0,7) = A(R).
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5. a) Posons [(z) = zA pour tout z € R. Donc f4 = expol; c’est une application
continue comme composée d’applications continues.

k
b) La série Z %Ak converge normalement sur tout segment [—a, a] de R (a > 0)
keN
puisque

l’k

k!

_ (Al

k
A = k!

Vo € [—a,al,

(allAD*
Kl

et la série numérique g
keN

converge, donc on peu intégrer terme a terme :

k+1

Yz > 0, /fA t)dt = Z/ —A’“ onH)!Ak'

Dot fa(z) =1, + A / fa(t)dt, ceci montre que f4 est dérivable sur R et que

0
Ve € R, fi(x) = Afa(x). Par récurrence on montre que f4 est de classe € sur
RetqueVn e N, Vr e R, fi"(z)= A"fa(x).

6. a) On peut montrer par récurrence que

—1)pg?p 0
VpeN, O = ( ( ()) (—1)pp2p+! )
et
0 —1)pger+
Vp €N, Cezp+1 - ( (—1)Ptigzp+! ( )0 )

Dot 2p+1
> = CpF cosf) siné
exp(Cy) = 0 +Z (2p+1)! <—sin9 cosf |-
p= b=

Co O
0 ]n—2
exp(Ag2-), donc 'application A — exp(A) n’est pas injective.

Posons, pour n > 3, Ay = ) On a Ay # Apior cependant exp(4y) =

N k

2\ AF A L
b) Onaexp(A) — I, = ; i A(l, + Sa) avec Sy = Z o o . Par continuité
hm S4 =0,doncil existe a > 0 tel que ||A]| < a = ||SA|| <1.

TX
c) Soit X € R™tel que (/,+7)X = 0ouencore7X = —X.Si X # 0, alors ||||X|||| 1

et donc ||T'|| > 1, ce qui est absurde, d’ott X = 0.

d) Soit M € #,(R) tel que |[M|| < « et exp(M) = I,. Donc exp(M) — I, =
M(I, + Sy) = 0, mais | M| < a = ||Su|| < 1, donc I + Sy, est inversible et
par conséquent M = 0.

7. a) Pour tout entier n > 1 et pour toutes matrices M et N, nous avons

n—1 n—1
M"™ — N" — Z(NZMH—Z _ Ni—i-an—i—l) _ Z NZ(M _ N)Nn_i_l,
=0 1=0
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d’oti nous déduisons, pour tout h € R*,

Ed
—_

=Y (B+aH)'H(B+ (v +h)H)*"1.

%

gr(x +h) — gi(2)
h

Il
o

Le second membre il a une limite fini quand % tend vers 0, donc g, est dérivable
en x et

o

—1
ge(x) =Y (B+2H)H(B+xH)"1.

7

Il
=)

b) D’apres ce qui préceéde, on a pour tout z € R* :

k—1
lo@) | < SCI(B+HY H(B +zHY =
=0
k—1
< EN S BN+ 2| HI (B + o) H)k-

=0

= KIH|(IB] + 2|l H[)"

L'inégalité des accroissements fini, appliqué a g, sur [0, 1], entraine ||gx(1)—gx(0)| <
sup ||g(z), inégalité qui s’écrit encore
z€(0,1]

I(B + H)" = BX|| < K[ H|[(|B]| + [ HI)*".

1 Ok AR+2 A2 L gk ARt2
—(exp(zA)—1,—zA) = —_— = —+ ————quiestla
Lz (explA) ) kzzo(mz)! 2 ;(mz)!q
somme d’une série normalement convergente sur tout segment [—a,a] de R (a >
0 ), et comme les termes de cette série sont bien définis en 0, alors 1’application

AZ

8. a) OnaT(A,z) =

x +— T(A, x) se prolonge par continuité en 0, en posant 7'(4,0) =
La formule de Taylor a I'ordre 2 avec reste intégral, appliquée a la fonction f,4

s’écrit :
2 A2

1
exp(zA) =1, + xA+ / (1 —t)exp(txA)dt.
0

2 1
DouT (A, z) = A?/ (1 —t)exp(tzA)dt et donc ||T'(A, z)| < %||A||Qexp(x||A||).
0

b) Ona
1 1 1 1
—A)-=T|A )= —
exp(k ) 12 < ’k) ]"+kA
et
1 k
<exp (EA>) =exp A
D’ou

(o) o= () (D) (34"
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La formule de la question 7.(b) donne, avec B = exp (%A) et H = —iT (A, l) :

k2 k
1 1 1 1 1\ |1*
< Z Z Z _ Z
< ()] e (i) + T(M) }
< Ljapeo (L4 HIAT) + g4I esp (£1A]
~ 2]{; eXp k eXp ]{; 2]{;2 eXp

1 1 E—1 k=1
< — 2 = 2
< 2,{;HAII exp (kIIAH) eXp( ’ HAH) [1+—2k2HA|| }

1 k—1
< = 2 I 2
< gl es(lal |1+ 51a1]

1\
H (In + EA) —exp A

k-1 k
1
e : : 2 —1 d’on T Z —
On peut vérifier facilement que kh_)m {1 + 5 | Al } 1,d’ ot ]}Lrglo (In + k:A)
exp(A).
REMARQUE :On a

1\F
exp(A) — <[n + E) = Z'AZ Z kAz

=0

Or Vk € [1,n],
1
i’

C. kk-1 k—z+1l§
Z

¥k kO k
donc

ot (14

k
Le second terme tend vers quand % tend vers l'infini. Donc lim (In + E) -

k—o0
exp(A).

c) Notons # la base canonique de R" et (4,5, ...,C, les colonnes de A. Alors
det = detgol ou [(A) = (C4,Cy, ..., C,), donc det est continue, comme compo-
sée d’applications continues ( / linéaire et dety4 n-linéaire en dimension finie ).
On sait que le polyndme caractéristique de A s’écrit

xa(X) =det(A — XI,) = (=1)"X" + (=1)" X" + .. +tr(A),

SZ(%——) 230 A - (uM)k.

i=1 i=k+1

1
donc si x # 0, det(l,, + xA) = 2" x4 ( . ) =1+ tr(A)x + o(z), en particulier :

(1 L) 1 0 (1),

Par continuité de det, on a donc :

detrexp(A) = lim det (In 4 %A)k - lm ( tr(kA) +o (%))k — expl(tr(A)).
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