DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP1

Devoir libre n°6
Correction

1. Pour tout ¢ € R, la fonction f, ; est continue sur [0, 4+o0].
e Sit <0, 1iI_|I_1 fa(z) = +o0, et donc f,; nest pas intégrable sur [0, +o00].
T—>r+00

1
e Sit>0,0ona lirf fat =0,donc foi(z) =0 <—> au voisinage de +oo, donc f,; est intégarble
Tr—r—+00

2
sur [0, +oo].
(6%
1
e Sit=0, faolz) = | j_ 5 ~ —5— au voisinage de +oo, donc f, o est intégrable si, et seulement si,
x x
acl0,1].
En conclusion, f,; estintégrable si, et seulementsi, (o, t) € C = RT x R U [0,1[x{0}
—tx
2. Soit a > 0. La fonction (¢,z) — fo(z) = % est continue sur [a, +00[Xx [0, 400 et admet des
x
oy . . (—z)ketz .
dérivées partielles par rapporta t, (t,z) — SR continues sur [a, +o00[x [0, +00[.
Soit ¢y, : [0, +oo[— R définie par :
k_ —za
() = z"e
vk 14 a2
Alors ¢ est continue, intégarble sur [0, +oc[ et on a
(—gj)ke_tx xke—xa
V(t,x) € |a, %0, , = .
(1) € fa+oclx0 o], [ S| < T — )

D’apres le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre, ®, est de classe €* sur
tx

+o0 k,—
ca® (s :/ (—xz)re
[a, +oc] et By (t) A P

des intervalles [a, +o0o[, donc ® est de classe €* sur |0, +o0].

+00 1
Il est clair que ®o(t) + @8(75) = / e dr = T D’autre part,ona 0 < fy,(z) =
0

dx. Comme a est quelconque, le résultat reste vrai sur la réunion

e—tx

1+ 22

< e ¥ donc

. ...
0 < Py(t) < T Ainsi t1i>r1010 D(t) = 0.

3. ¢ — @ est solution de 1'équation y” + y = 0, donc ¢ — P est 2m-périodique et tend vers 0 a l'infini,
donc ¢ — ¢ est nulle et donc ¢ = @y.
4. Une intégration par parties donne :

/X sin(z —v) - _ [— cos(z — v)r B /X cos(z —v) |

x x

x X

_ cos(u—v) cos(X —v) /X cos(z — v)

cos(x — v 1 . T cos(x — v . . cos(X —w
On a # < = donc l'intégrale / %dx existe, et comme lim ¥ =0,
x x u T T——400 X
+00 o3 400
. ) sin(x — v . cos(u — v cos(x — v
alors 'intégrale impropre / ¥dx existe et vaut cos(u = v) _ / #daz.
” T T u T

5. Soient s >eth € Rtelsques+h > 0,ona:

R(s+h)—R(s) = / +OO p(y)dy — / +OO p(y)dy

+h
“+oo S “+00

= / p(y)dy + / p(y)dy — p(y)dy
s+h s+h s+h

= / p(y)dy = F(s) — F(s+ h) ou F estune primitive de p
s+h
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R(s+h) — R(s) F(s+h)—F(s)

D’ot lim = — lim = —p(s), donc R est dérivable ( et méme de
h—0 h h—0 h
classe %! car p est continue ) sur |0, +oo[ et R’ = —p.

D’aprés la définition de fona:

Et on a aussi

+00 o3 +00 o3 +o0
—t
ft)= / wdx = cost/ ST G — sint/ BT .
t z t z t z

+00 o3 +o0
sin x coS T o .
dzett — / dz sont des primitives de fonctions de classe €*°

x ¢ x

sur ]0, +00|, donc sont elles-mémes de classe ¢>°, de méme que les fonctions cos et sin. On en déduit
que f est indéfiniment dérivable sur |0, +o0.
Pour toutt > 0,ona:

Les fonctions t —

+00 i 400
sin x cos x
() = —Sint/ dz — cost/ dz.
t t

x x
et + 2 + 2
> sinx sin“ ¢ * cosx cos“t 1
f”(t):—cost/ dx + —I—Sint/ dz + =—f(t)+ -.
¢ T t ¢ T t t
+oo
cos cos
On a, pour t > 0, 5| < 5, donc on peut déduire que lim ——dz = 0, en
(t+x) (t+ ) to+oo Jo  (t+x)

conséquence . li$1 f(t)=0.
—+00

sin x

. Soit g(z) = définie sur [0, +oo ( se prolonge par continuité en 0). A 1'aide d’une intégration par

parties, on a pour tout z > 1:

/ g(t)dt = —cos(z) +cos1 —/ cos(t) dt
1 €T 1

t2
, . — cos(x)
D’une part, lim ——= +cosl =cosl.
r—+00 €T
cos(x L cos(x 1
D’autre part, z — g ) est intégrable sur [1, +oo], car (2 ) < —, donc
T T T

lim cos(t) :/ cos(z) .
[1,400[

r—r+oo fq t2 2
sin(t)

+oo
Il en résulte que l'intégrale / Tdt est convergente.
0

Montrons que la fonction g n’est pas intégrable sur [0, +o0[; on a

/m |sin(t)|dt > /m Sin2(t)dt
ot Lt
11—
_ _/ cos(2t)dt
2/, t
1
2

Tdt 17
dt _/ cos(2t)dt
Lt 2, ¢
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¥ cos(2t)

Mais l'intégrale / % = In(z) admet pour limite +o0, alors que l'intégrale / dt converge
1 1

T sin(t)

(intégration par parties). On en déduit que m .

‘dt:+oo

Soitt > 0,0ona:

f(t)_/Jroosinwdx‘ _ / smw—tdw_/Jroosinxdw‘
0 x t 0 x
+00 3
_ / sin(z _/ 81nxd$'
0 ZL'+t 0 XT
[ e ()
= sin x dx
0 t xr
/+°° sin '
dz
0 1’+t
< L sing T ging
(| 2] o] [ 0
o (x+t)z 1 (x4t
1 +ood 1
Y i (14m (142
([ [ (e (i)

Le terme a droite tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, d’ot1, en tenant compte de la question 3.

T sing . too dy T
| S = o = limaa = w0 = [ 55 =

=t

IN

7. D’abord par une intégration parties, on a les relations :

T gin z 1—cosz]t™ T —cosz T — cosx
de = |—— + 72dw = 72dx,
0 X X 0 0 X 0 X

. . + . .
00 fging 2 sin x] " T 926in x cos T gin 2z T
de = |— + — dx = dz = —.
0 T T ] 0 T 0 T 2

4 lcos(4z) =1  lcos(2z) —1

et

Par linéairisation sin® x = 3 = 5 o ,d’ot1
/+°° sinzw b - L /+°° 1— c02s(2x) de L /+°° 1— (:028(496) da
0 T 2 T 8 Jo x

/+°°1 cosac 1/+°°1—cosx
= x—— 7(1:17
2 0 ZL'2
T
4°

Une intégration par parties donne

. . + .
T sint ¢ sintx]™ 4 [T sindxcosz
5 de = |- 3 + = 73dx
0 T 3z° |, 3 Jo x

4 sin® x cos too g peo 3sin? z cos? x — sin? x
= — — 72 + ~ 2 dx
3 2z 0 2 Jo z
2
3

/+°° 3sin?z(1 — sin?z) — sin4wd 2/+°° sinzwd 8 /+°° sint 2
€Tr =

2 3

0 x 0

T2

T 8m_m
2 34 3
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8. Par des intégration par parties et des changements de variables, ona: On a

T sin(tx
Glt) = /0 sintr) g,

(1 + x?)
Foo 1 T
= in(t ———d
/ sin(tx) <$ T +$2> x
_ /+°° sin(t B /+°° xsin(ta;) da
0 1 +x
oo smu T wsinu
= ——)du
0 0 us+t

+o0 m
+ / (cos u) s )du

T
2
T weosu ] T oo u !
= 3" {m] —/0 “(m) du
T
2

Hoo 42 42
— / ————cos udu
0

(u? 4 t2)?
Hoo 42 2 +°  du -
D’autre part, on a / 55y cos udu| < / ——>5 = 57, donc lim G(t) = .
0 (U + t ) 0 us + t 2t t——+4o00 2
Le théoreme de continuité des fonctions définies par des intégrales, montre que l'application
+o00 t2
t— / 5 3v5 cosudu

. . . @
est continue sur R, elle est de méme de la fonction G, et comme G(t) tend vers 5 quand |¢| tend vers

400, alors G est bornée sur R.
Enfin, pour toutt,# € R,ona:

o0 s i (4! +oo —
/ sin(tx) 81120(t !L")dw S/ de: E\t_t'y.
0 .Z'(l + ) 0 IL'(l +l’2) 2

G(t) = G(t)] =
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