DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°08
Correction

Exercice

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique sur les intervalles | — oo, 0[ et |0, +-00], le point 2 = 0 est exclu de
son domaine de d’application.
Cherchons une solution de (%) développable en série entiere. Supposons que (.%;) admet une solution de la

formey : z — y(x Zanx (Jz| < R, R > 0),donc on aura :
n=0
oo o
> In(n—1) = 2pn+ p(p+ Dlana” = = > p(p + Danz™+>.
n=0 n=0

On voit d’abord que ap = y(0) = 0, puis p(p — 1)a; = 0 d’ott a; = 0si p > 2. Maintenant pour n > 2,
(n—p)(n—p—1an = —p(p+ 1)an—2

Par suite, puisque agp = 0, a9 = a1 = ... = a,—1 = 0. On peut donc prendre a, et a,11 quelconques et calculer
les coefficients a,, pour n > p + 2.

e Sin = p + 2k, on obtient

(D" +1)*

Vk €N, apior = (2k)] ap.

eSin =p+ 2k + 1, on obtient

(—1)*(p(p + 1))*

Vk € N, Ap4-2k+1 = (2]{; i 1)' Ap41-

Par Conséquent Y = apy1 + apy1Y2 avec

o0 k
_3;1?2 Ll))ﬁk? yo(z) = 2P kzzo(_l) ((épk‘:_ll)))‘ 22k

P
Le rayon de convergence R = +o00. Posons = = \/p(p + 1), donc y;(z) = 2P cos(wz) et yo = T sin(wz). On
w

. . . 2
peut vérifier que le Wronskien W (y1, y2) est non nul, par exemple au point zp = —, ona:
w

y1(zo) ya(wo)
y1 (o)  ya(xo)

%
pxo xo

W(y1,y2)(zo0) = p| #0

La solution générale de (%) sur R est donc x — y(z) = 2P (a cos(wz) + Bsin(wz)), a, B € R.

N\
Probleme
PREMIERE PARTIE
1. Pour toutz € [0,1], ona f3(z) = —x%(l — 2x)*1, done Vz €0, 1], fi(x) < 0, ainsi f, est strictement
décroissante sur |0, 1].
A—1 1=
D’autre part, Vz €]0, 1], f(x) = 3 x%(l — 2?2, d’our:

e si0 < X\ <1, f} est négative sur |0, 1|, et donc f) est strictement concave,
e si\=1, fi(z) =1 — =z, f) est donc affine,
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e si\ > 1, f est positive sur |0, 1[, et donc f, est strictement convexe.

2. Pour montrer que la droite y = x est un axe de symétrie, il suffit de vérifier que si (z,y) € Iy, alors
(y,x) €e'y.Ona:

Ay = Al -z
= [1-a-a3)]

= X

A

Donc la droite y = z est bien axe de symétrie commun a tous les courbes I'. L'abscisse S est déterminée

1 1 1
par l'équation (1 — aﬁ))‘ =z,doncx = Y d’ou Sy = (2)\’ 2/\)

3. D’apreésla questionl., ona:
e si0 < A <1, fy est strictement concave sur |0, 1], donc I') tourne la concavité vers les y < 0,
e si A =1, I'1(z) est un segment de droite, donc I'y n’a pas de concavité,

e si A > 1, f) est strictement convexe sur ]0, 1], donc I') tourne la concavité vers les y < 0.

1
4. Soit\=— < 1(n e N*),donc f1 eststrictement concave, donc on a
n n

a+b 1 1
> -
1 (%57) 2 3@+ 500
ou encore 1 p"
Sl—ah (1)< (1= 252
2 2
d’ou . P
(-t - <1 - 00
n 2n
finalement,

(a+b)" +[(1 - a7 + (1 —b")a]" < 2"

Si A =n, alors f,, est strictement convexe. Le méme raisonnement montre que

Va+b+ \/(1— Ya)r + (1 — Vb > 2.
DEUXIEME PARTIE

1
1. Posons gy (t) = t* 71 (1 —1t) . gy est continue sur |0, 1] et Vz €]0,1], [g\] < 1 = T etcommel—\< 1,

g est absolument intégrable sur |0, 1], par suite F'(\) est bien définie pour A > 0.

1
2. L’aire du domaine est donnée par .7 (\) = / fr(z)dz, avec le changement de variable z = ¢, on obtient
0

A (N) = F(N).
3. (a) L'aire du triangle OAS) est 5 = ot

i0<A<1 1,d L

e si0 < A <1, fy est concave sur |0, 1], donc P S 5
. 1 Fy

e Si)\= 1, W = 7
O\ d S Fy

e si A\ > 1, f) est convexe sur |0, 1[, donc 12 o
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1 1
(b) Si A €]0,1[, ona o S F(N), )l\irr(l) = 1, donc F(\) est inférieure a 'aire du carré de cotés [OA] et
—

1
[OB], donc ) < F(A) < 1 et par conséquent lin}) F(\) =1
%

1
SiA>1,ona0< F(\) < —,donc lim F(\)=0.
22 A—)—i—oo
(¢) Pour toutn € N*,ona 0 < F(n) < 27’ donc la série Z F(n) converge et sa somme vérifie

neN*
I'inégalité

> “/1\" 1 1
azzpm)gz(Q) SR EE
n=1 n=1 1—5

4. Soitn € N*.
e D’apres le formule d’intégration par parties généralisée

[

ona

= nl- 1 _ yntlmn—1 _ (n— 1)1 —t)* 1
[ (I—=t)"" "+ (2n)(2n—1)...(n—|—1)]

Donc

F(n) = nebt™ 12 1)*CEtkAt
= nz ’“B’“/ =1y
k=0

(2)

De (1) et (2) nous déduisons que

5. (a) Lafonction z — y(z Z anz™ est solution de (F) si, et seulement si,
n=0

o0
—2ap + 2a1 + Z[(éln —2)a, — nap—1jz" =0,
n=2
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1
donc —2ag = 0, 2a; = 1 et pour tout n > 2, (4n — 2)a,, = na,—1, d’oltay =0, a; = B etVn > 2,

n!)?
an = 2271))! = F(n).

Nous pouvons remarquer que cette relation reste vraie pour n = 1. Le rayon de convergence de la
série de terme général a,z"™ peut étre obtenu par la régle de D’ Alembert :

1

i

an+1
an,

lim

n—o0

donc R = 4.
D’apres ce qui précede, la somme de la série entiere de terme général a,,z" est solution de (E) pour
x €] —4,4[. De ag = 0 et a,, = F'(n) (n > 1) nous déduisons que y(1) = o.

4 — d
(b) i Pourx €]0,4, on pose u = 1/ J, donc dz = uiuzz)z, d’otr:

T
4—x uw2du
dr = -8 )| ——=
/V o /(1+u2)2
4y / du
= 7—4 _—
1+ u? 14 u?)

4
= Y 4arctanu +c¢, c€R.
1+ u?

/4 — [4 — /4 —
/ xdx:x $—4arctan< x) + c.
x T x

ii. La solution générale y, de I'équation homogene associé a (E) est donnée par

Yyo(z) = kexp (/ de) . x€)0,4], keR.

T +2 1 3 x+2 1 3
or -2 — —4+_°2 4 T dz = ZInz— Sln(4 — , c€RD
rm<4_x) 2x+2(4—a;) onc/x(4_w) z =gz —g n4—z)+ec c onc
yo(x) = k% (0 < x < 4) ou k est une constante réelle.
4—1z)2

iii. D’apres ce qui précede la solution générale de (E) est donc

4 — 4 —
:U»—>(3:\/7x—4arctan \/J —i—c)i?),
X x (4—x)§
. T 4 :c( ¢ 4—z 3 , C
x — arctan —c d=-.
4—x 4d—z\4—=x x ’ 4

La constante ¢’ étant fixé, nous avons, pour0 <z <4

y(z) 1 4 1 1 " [4—z , c
= — arctan {/ —— — ¢ d=-
x 4—x 4d—z\VN4—2xx x ’ 4

soit

. 4—zx 2 . T .
Or lim arctan = —,doncsicd # —, lim
z—0+ x 2 27 z—0+

y(@)

X

= +o00. Si nous voulons une li-

o e . . . T m .
mite finie, nous devrons nécessairement avoir ¢ = 5 supposons donc d = 5 de la relation
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1 = . . L1
arctan(t) + arctan 155 (t > 0) et arctant ~ ¢ au voisinage de 0, nous déduisons

+ 4—z 7 ‘ T T
arctan — —x = —arctan ~—] =
T 2 4 —x 2

1 1/-1 1
au voisinage de 0. Donc lim y(z) = — — - | = | = 5, et donc la solution correspondant a
z—0+t 4 2\ 2 2

™ . . P N
d= 5 est donc I'unique solution répondant au probleme.

oo
La fonction = — Z F(n)z" est aussi solution de (E) sur |0, 4] et vérifie

n=1

1
lim 7@/(%) =a; = —.
z—0t T 2

D’apres l'unicité d’une telle solution, on a

YV €]0,4], ZF(n)x”:Zlix—(Zl_i)\/jm (arctan 4;x_727>‘

n=1

4 —x
T

Or arctan

[z .
= —arctan 1 et on peut remarquer que la fonction
—x

. x T
x — arcsin 4/ — + arctan
4 4— =z

est constante sur [0, 4] (la dérivée est nulle ), comme elle s’annule en = = 0, elle identiquement

nulle, d’ot1
> 1 T x
F "= +4 ' -
nEZI (n)x 12 <:E \/ 1 aresin \/;>

N

1 2
(c) Nous avons o = y(1), donc o = 3 ( T ) .

14+ —
3v/3
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