DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°1
correction

Exercice 1 1. Z[i\/3] est une partie non vide de I'anneaux (C, +,.). On vérifie facilement qu’il s’agit
d’un sous-anneau de (C, +, .), donc c’est un anneau.

2. (a) Soientz = a + ibv/3 ety = a’ 4 ib'\/3 deux éléments de Z[iv/3]. On a :
N(xy) = N(ad' — 3bb' + i(ab/ + ba')V/3 = (ad’ — 3bb')? + 3(ab + ba’)?
et
N(2)N(y) = (a* + 3b*)(a’* + 3V?) = (ad’ — 3bb')* + 3(ab’ + ba’)>.
Donc N(zy) = N(x)N(y).

(b) Supposons que x = a + ib\/3 est inversible dans Z[iv/3], alors il existe 2/ € Z[i/3] tel que
xzx' =1letdonc1l = N(1) = N(z)N(z') et comme N(z) € N, alors N(z) = 1.
Inversement, si N(z) = 1, alors a? + 3b> = 1 etdonc 1 — a? = 3b*> > 0,d’otta € {—1,0,1}.

e Sia =0, alors 3b? = 1 ceci est impossible car b € Z.
e Sia=1,alors 30> =0 etdonc b = 0.
e Sia= —1,alors 3b> = 0 et donc b = 0.

Donc les éléments inversibles sont 1 et —1.

(c) Soit * = a + iby/3 € Z[iv/3]. Supposons que N(z) = 2, c'est-a-dire a® + 3b* = 2 et donc
2 —a? = 3b? > 0, donc les valeurs possibles de a sont —1,0 et 1.

e Sia = 0, alors 3b? = 2 ceci est impossible car b € Z.

e Sia =1, alors 3b% = 1 ceci est impossible car b € Z.

e Sia = —1, alors 3b*> = 1 ceci est impossible car b € Z.
Donc pour tout = € Z[iv/3], N(x) # 2.

3. Soit x = yz avec x € {1 +iv/3,1 — iV/3,2}, alors N(x) = 4, donc N(y)N(z) = 4 et par suite
N(y) € {1,2,4}.

e Si N(y) =1 alors y est inversible d’apres 2)b).
e Si N(y) = 2 ceci est impossible d’apres 2)c).
e Si N(y) =4, alors N(z) = 1 et z serait inversible.

Exercice2 1. (a) e SiG = {0} le résultat est trivial.

e Soit maintenant G un sous-groupe de Z/,z, différent de {0}. Soit = le plus petit élément
positive tel que T € G, ainsi Vm € Z, mz € G, donc (T), le sous-groupe engendré par T,
estinclusdans G: (Z) C G
Soit y € Z tel que § € G, alors, par la division euclidienne, il existe o, € Z tels que
y=ar+ret0<r <z donc7=7y—ax € G,doncr = 0 et par conséquent y = o= € (T).
D’ou G = (7).

D’autre part, il existe ¢, € Z telsquen = gz +ravec0 <r < zetdonc7 =7 — ¢ =
—qz € G,doncr = 0 et n = gz, donc il suffit de prendre p = x.

(b) On a G = (p) est un sous-groupe de Z/,z. De plus siT € Z/,z ety = ap € G, alors Ty =
(ax)p € G. Donc G est un idéal de I'anneau (Z/,z, +, .)
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2. (a) Z, estune partie non vide de Q, car elle contient Z.
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/ 4
noon

m' mm/

, m
D’autre part, — X — = p
, n n nn

donc c’est un anneau.

€ Zy. Donc (Zy, +,.) est un sous-anneau de I'anneau (Q, +, .),

(b) Soit G unidéal de Z,, alors G N Z,, est un sous-groupe de Z, donc il est de la forme rZ, r > 0.
e Si G = {0} le résultat est évident.

e Supposons maintenant que G # {0}, alors il existe z = ™ ¢ G non nul, donc nx =m €
n
G NZ.Donc GNZ # {0}
Posons r = p*f3 avec a > 0 et p ne divise pas /5. ( décomposition d"un entier en facteurs
premiers ).
Montrons que G = p*Z,.
., a .
Soit 7 € Zyoua € Z et p ne divise pas b.

a

r=p3p*eG@ = (Bp%) = %po‘ € G, (p nedivise pas b3)

bs
= p*Z,eCG
Soitx = % € G,doncbx = a € ZNG = Pp*Z,donc x € %paZ ou encore x € pa%Z C p*Zy.

D'ou G = p°Z,.

Exercice 3 1. Puisque 0 est dans l'intérieur de K, alors il existe » > 0 tel que B(0,r) C K. Donc pour

tout z € RA{0}, = —— € B(0,r) C K, donc 2|]:cH € {04/2 € K}, doncinf{a/Z € K} existe.

2 |l
Siz =0, alors {a/E € K} =0, 4o00[ car 0 est un point intérieur.
«

L'égalité est vraie si = 0. Soit A € R**. Alors pour tout z € R? non nul :

jrk(Ar) = inf{a> 0/% € K}

— inf{a >0/ € K}
by

Donc jx (Az) = inf{Aa’ € R}, % € K}, en posanta’ = %. Soit finalement :

M@@::AMM%RW%GK}
= Mk(x)

et cette égalité reste évidement vraie pour A = 0.

2. Il estclair que ji(z) =0siz = 0.
Soit z € R? tel que j () = 0. Par définition de la borne inférieure :

Ve > 0,3 €]0,¢[ tel que g € K.
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Or K est bornée, donc il existe M > 0 tel que Vy € K, ||y|| < M.On a donc
Ve > 0,3a €]0,¢[ tel que |z|| < aM
Dot Ve > 0, ||z|| < eM. Ainsi ||z|| = 0 puis z = 0.

. T
3. Soient z,y € R% Pour tous a, 3 > 0 tels que — € K et % € K,onaz = acety = 3¢ avec
e
(c,d) € K2 Dot

a B
a+50+a+ﬂc

w+y:ac+ﬂc’:(a+ﬂ)< ’>€(a+5).K

Donc, par définition de jx : jx(z + y) < o + (. Cette inégalité étant valable pour tous « et 3 tels

queE eKet% € K. On en déduit
a

Jr(@+y) <jk(x)+ ik (y)-

4. Reste a montrer que VA € R, Vz € R?, on a jx (A\z) = |\|jx (). L'égalité est déja démontrée pour
A>0.
Soit A € R*. Alors pour tout z € R" :

icOa) = infla> 0/%”” € K}

= inf{a>0/x € %K}

Orzc %.K —ux€ %.K , car K est symétrique par rapport a 0.
Donc jg (Az) = inf{|\|o’ € ]R{j/g € K}, en posant o’ = %. Soit finalement :
jeOx) = |Ninf{d/ € Ri/% c K}

= [Alix(2)

Tout ce qui précéde montre que jx est une norme sur R%.
Siz € K, 1€ K d’ou jg(xz) < 1. Ainsi K C Bj,. ( Bj, désigne la boule fermée unité pour la
norme jg ).

Soit z € B, cest-a-dire ji (z) < 1. Par définition de la borne supérieure, il existe A > 0 tel que
Jjr(z) <A< letx € \.K,soitz = A\.cavecc € K.Onaalors z € [0,¢] d'ott z € K puisque K est
convexe. Dot

—~

B CKCBjK.

JIK

Donc Bj,, C K C Bj,.Mais Bj, = Bj, et K = K d’ou, en conclusion K = Bj,..
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