DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°3

correction
Partie |
1. Puisque f de classe ¢ sur U et ?(a, b) # 0, alors g de classe ¢! sur U et
Y
dg 1 of
V(z,y) e U, —=(z,y)=1— 5——=—(2,y).
(2,y) 8y( y) 7 (a1 ay( y)

.0 . o :
2. La fonction 22 est continue dans U. La continuité en (a,b) se traduit par :

Oy

Ve >0, Ja >0 tel que Y(z,y) € U, \/(:E—a)2+(y—b)2<a):>'g—z(x,y)——(a,b) <e

Sionprend e = 3, on voit que si J est la plus courte distance de (a, b) au contour de U, on pourra
choisir r tel que 2r = inf(«, §) pour que, si B est la boule de centre (a, b) et de rayon 2r :

0g dg

dg 1
W) € B | 2| =| St - S| < ;

. . 0 .
3. Puisque g est de classe €, on peut écrire g(z,y') — g(z,y) = (v — y)—g(x, Y1) avec y; compris entre

dy

dg

1
y et y'. A l'intérieur de la boule B, 8—(95, y)| < 3 etona
Y

1
lg(z,y") — g(z,y)| < sly— Y|

4. Poury € [b—r,b+r], on voit que tout point d’abscisse comprise entre a — /3 et a + /3 est inclus
dans B. La fonction g étant continue en (a, b), on peut écrire :

Ve >0, Ja(e) >0 telque a —a <z <a+a=|g9(z,b) —g(a,b)| <e.

Sione = Z, on voit qu’en choisissant o = inf(rv/3, a(3)) avec I =Ja — o, a + af

Ve eI, |g(z,b) —g(a,b)| <

N3

5. Ona g(a,b) = b, donc on peut écrire

g(x,y) —b=g(x,y) —gla,b) = g(x,y) — g(x,b) + g(x,b) — g(a,b)

soit
lg(z,y) — b < |g(z,y) — g(=,b)| + |g(x,b) — g(a,b)].

1
Or, d'apres 3., pour y € [b— 7,0+ 7], |[g(x,y) — g(x,b)] < §|y - bl < g et d’apres 4., pour z € I,

lg(x,b) — g(a,b)| < g, ce qui donne finalement |g(z,y) — b| < r et montre que

V(z,y) €I x[b—r,b+7r|, glz,y) €[b—1rb+r]

Classe MP2 1/4 M.TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

1
6. La relation |g(z,y) — g(z,y)| < 3 |y" — y| sur [b — r, b+ 7] montre que sur cet intervalle, la fonction
y — g(x,y) est contractante Vx € I.
7. D’apres le théoreme du point fixe, pour tout = € I, il existe un unique y € [b — r,b + r] tel que
g9(z,y) = y soit

1
— o f(@,y) =y,
y 7 (a0) T,y) =y

soit encore f(z,y) = 0. On posera y = ¢(x).
8. Larelation f(z,p(z)) = 0 donne, en supposant ¢ de classe € :

o (@0(a) + G () (@) =0
Ton U )
P =0 o)
Partie Il
1. Soit (a,b) tel que f(a,b) =0et g—g(a, b) # 0.

(a) Les conditions de la partie I étant satisfaites, on peut en appliquer les conclusions, a savoir
qu’il existe un ouvert V' contenant (a, b), un intervalle I contenant a et une application ¢ de
classe ¢! sur I tels que

((z, )2V, f(z,y) =0) <= (z € Ly = ¢(x)).
(b) Au voisinage de (a,b) ona F(z,y) = F(z,¢(z)) d’oti, en posant h(z) = F(z, ¢(x))

Veel, h(z) = %F(w,cp(w)) = 2—5(96790(96)) + 6—F90/(9€)
2

Si (a,b) est un extremum de F'lié par f(x,y) = 0, alors h admet un extremum local en a on
aura donc h/(a) = 0, soit, comme g—g(a, b) #0
OF of OF of

%(a, b)a—y(a, b) — a—y(a, b)%(a, b) =0

(c) Laréciproquen’est pas vraie, car la relation précédente est encore vérifiée s’il s’agit d"un maxi-
mum par rapport a la variable z et d"'un minimum par rapport a la variable y (ou l'inverse).
Un tel point est appelé point selle.

2. Lesvariables z et y jouent des roles symétriques et peuvent étre permutées. L'implication du 1b est

également symétrique en x et y. Si f(a,b) =0 et Iz (a,b) # 0, elle est encore vraie.
x

Partie Ill

1. La courbe C d’équation 22% + y? — 2y — 1 = 0 est une ellipse centrée en (0,1) de demi grand axe

V2 porté par Oy et de demi petit axe 1. Donc D est le domaine intérieur a C, contour compris et D
est le domaine intérieur a C, contour exclu.
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O

2. Tlestclair que D est inclus dans la boule de centre (0, 1) et de rayon 1 + /2. L’ensemble D est donc
borné.

3. Soit F(z,y) = z%eY. F est une fonction continue, définie sur un ensemble fermé et borné. Elle admet
donc, sur cet ensemble, un minimum et un maximum global. Ce minimum et ce maximum sont
effectivement atteints. Il est clair que la fonction étant positive, le minimum global vaut 0.

~ OF OF
4. Si F admet un extremum local sur 'ouvert D, alors 8_(:13, y) = 2ze¥ = 0et —(x,y) = 2% =0,
x

dy
donc les points critiques sont (0,y) ott y €]1 — /2,1 + v/2].
Ainsi F' un minimum local qui vaut 0 ( ' > 0 ) et atteint en tout point de la forme (0,y), y €
1 —v2,14+V2].

5. Le minimum global de F' sur D est également ’axe Oy. Pour les raisons évoquées dans la question
précédente, les maxima globaux sont atteints sur C. Il s’agit donc de maximiser F(z,y) = z%eY
sous la contrainte f(z,y) = 222 + 3% — 2y — 1 = 0 avec

of of

ey7 %(:Evy) :4$7 8_y(x’y) :2y_2

OF oF
—_— =2xeY, — = 2
o (Lo y) = 2we?, oy (,y) ==

L’égalité du II 1.(b) donne
2zeY(2y — 2) — x2e¥4x =0

soit z(y — 22 — 1) = 0, dot = = 0 (déja cité) et y = 2% + 1. Les extrema globaux sont les points
d’intersection de C et de la parabole y = z2 + 1

Y

A

On vérifie que les abscisses de ces points sont racines de I'équation z* + 222 — 2 = 0 ce qui donne

facilement les deux points z; = V/ V3—1letazy = /V3—1.Dotty = V3et (m?XD F(z,y) =
T,y)€E
(V3 —1)ev3.

Partie VI

Soit un triangle rectangle de périmetre [ fixé, a son hypoténuse, x et y ses cotés. Il vienta =1 —x — y et
(I—z—y)? = 22+y? soit f(z,y) = 12—2(z+y)l+2zy = 0, etla fonction d maximiser est S = F(xz,y) = $y.
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I

([N

galité précédente

. Of B of B oF B
On en tire 8_95(33’1/) = —20+2y, 9y (x,y) = =21+ 2z, pe (r,y) =

donne

N <

Qx—m)—gay—m)zo

soit x = y.
La surface passe donc par un extremum lorsque le triangle est isocele. On a d’ailleurs | = (2 + v/2) soit

2++2

T = avec

x? 2
S="=————.
2 2(2++2)2
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