DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°5
correction

On rappelle que Ej, est le C-espace vectoriel engendré par les polynomes (X"Y*™"); o 1 ; C’est un C-
espace vectoriel de dimension £ + 1.

1. Soit P,Q) € Er, et A€ C.Ona

[P+ AQIA] = (P +2Q)(aX +bY,cX + dY)
= P(aX +0b0Y,cX +dY)+ AQ(aX 4+ bY,cX +dY)
— [PlA] + A[QIA)

Donc I'application est bien linéaire.

n
D’autre part, VP € Ey, [P|A] € Ey, en effet, soit P = Z an X"Y*" ¢ E,., donc

n=0

[PlA] = Zn: an(aX + bY)(cX + dY)k—"

n=0
n n k—n
= Z an, Z C (aX)'(bY)" " Z Ei_n(cX)j(bY)k_"_j
n=0 i=0 §=0

n k—n

- Zn: an (Z > E@Cinaib”iabknj) xitiyk—i—j
n=0

i=0 j=0

/! /
Donc [P|A] € Ej. Enfin, si B = < CCL, Z, >, alors
[[P|A]|B](X,Y) = [P|A](d'(aX 4+bY)+b'(cX +dY),d (aX +bY) +d'(cX +dY))
P((ad' +b'c)X + (d'b+ b)Y, (ad + V)X + (b+ d'd)Y)
[P|AB]
2. (a) OnaS2— —T,ST — ( _01 _11 ),(ST)2 _ ( _11 ‘01 ),(ST)3 _ 1.
(b) Ona ([Py|S]+ P)(X,Y) = Py (Y, - X)+ Po(X,Y) = Y* - (= X)* + X* —Y* = 0, car k est pair
et
(R I(ST)’] + [ ST + P)(X,Y) = Ry(=X =Y, X) + R(Y, =X = ¥) + R(X,Y)
= (- X-V)F-XxFpyvFh (X -Y)k
+xF - vk
=0
Donc Py € a7, N %;..
3. Ilestclair que I'application P ~ [P|T]— P estlinéaire. Elle est a valeur dans EY, puisque, si P € E,

([P|T] - P)(X,0) = P(X,0) — P(X,0) = 0.
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k
Soit @ € EY, Q(X,Y) = anX"Yk_". Comme Q(X,0) = 0, alors by = 0, donc Q(X,Y) =

n=0
k—1
> b X YR
Considérons I’équation
(&) [PIT] =P =Q.
k
SiP= Z an X"Y" 7k I'équation (&) s’écrit
n=0
k n—1 o ' k—1
D an Y CXYEI =N b, XY
n=0 =0 n=0
On en déduit le systeme :
Co B? B% B%_l a bo
0 0 ... Cr2 Cr? ap_1 br_2
0 0 ... 0 G} ay bi—1

C’est un systéme inversible, c’est-a-dire pour Q € EY il existe au moins un polynéme ( ay libre ) tel
que [P|T] — P = @, don 'application en question est surjective.

k
4. Soit P=Y a,X"Y* " € E;.Ona:
n=0

k—1
P=aY*+) an X"V + 0, XF - apY" + 0, Y* = ap(XF - Y*) + R

n=1

k=1

avec R = agY*+ 3" 0, X"YF " 4 q, Y € E,g. D’apres 3., il existe Q1 € Ej tel que [Q1|T]— Q1 = R.
n=0

Soit maintenant @ = [Q1|S~!], on obtient donc :

[QIST] — [Q1S] = [[Q11S7']IST] — [[Q11S7']IS] = [@1|T] — Q1 = R,
d’otu
P =aPy+(Q - [Ql9)) + ([QIST] — Q).

5. D’apresla question précédente, il suffit de montrer que VQQ € Ej, Q—[Q|S] € @ et [Q|ST]|—Q € Sy,
puisque Py € <7, N ABy. En effet, on a:

[Q — [QIS118] + @ — [QIS] = [QIS] - [QIS*] + @ — [QIS] = [QIS] - [Q - 1] + Q — [QIS].

k k
SiQ= > a, X"Y* ™" alors [Q| — I](X,Y) = Y an(—X)"(=Y)* " = Q(X,Y) car k est pair. Donc

n=0
[Q — [QIS]IS] + @ — [QIS] = 0, Cest-a-dire Q — [Q|S] € 4.

De méme, si on pose P = [Q|ST] — @Q,ona:

[PI(ST)] + [PIST] + P = [QIST)’] - [QI(ST)*] + [QI(ST)*] - @
= QU-Q=Q-Q=0
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Donc [Q|ST] — Q € %y
Ainsi chaque élément de Ej, s’écrit comme somme de deux éléments, I'un dans 7, et 'autre d’autre
dans %;..
m
6. Soit P =3 a,X"Y* ™" ¢ &, donc ([P|S]+ P)(X,Y) = P(Y,-X) + P(X,Y) = 0 égalité qui s’écrit
n
avec les coefficients de P sous la forme

k
S ((=1)"an + ag_n) XY =0

n=0

Donc pour tout n € [0, k], (—1)"a,, + ax_, = 0 ou encore aj,_,, = (—1)"*1a,. Posons k = 2I. Donc,
en particulier, pour n = [ on obtient a; = (=1)*1q;, d’otta; = 0sil est pair. En conclusion :

e Sil = 2p, la famille libre (X”Yk_"—k(—1)”+1X’f—"Y”)n€[{0,l_1ﬂ engendre <7}, donc dim @7, = g
e Sil=2p+1,lafamille libre {(X"Y*™" + (—1)"+1Xk_"Y")n€[[O,l_1ﬂ , X'v'} engendre o7, donc
dim @7, = g + 1.
7. (@) Ona ST = < _01 _11 >, det(ST — xI) = 2% + x + 1. Donc les valeurs propres de ST sont j
etj? (j= —% + z? ) et par conséquent ST est diagonalisable, des valeurs propres associées

respectivement sont v; = (1,5) et v2 = (1, 52). On a la relation

ST =M"'DM

1 1 g 0
avec M = . etD = . .
(J J2> (0 32>

(b) Notons ¢ I'endomorphisme de Ej, définie par ¢(P) = [P|ST]. On remarque que VP € E,
©*(P) = [P|(ST)?] = [P|P] = P, doncle polynome X?—1 annule ¢, donc ¢ est diagonalisable.
On a, d’apres la question précédente, [P|ST] = [P|M~tDM] = [[P|M~!]|D|M]. Notons
I'endomorphisme de Ej défini par ¢(P) = [P|M] et ¢p 'endomorphisme de Ej, défini par
¢(P) = [P|D]. L'égalité (x) s’écrit donc

=1 oy,

Or Vn € [0, k],
¢(Xnyk‘—n — (JX)”(]2Y)k_n — jZk_anYk_n7
ceci montre, une autre fois, que ¢ est diagonalisable et que les valeurs propres sont exacte-

ment 1, j, et j2. Les calculs montre aussi qu'une base de vecteurs propres est donnée par les

1
polyndémes V,, = ﬁ(fX — Y)Y —jX)*, n e [0, k].

Classe MP2 3/3 M.TARQI



