DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°5
correction

CORRECTION

I-TRANSFORMATION D’ABEL

n n—1
1. (a) llestclairque By =byetVn>1,B, — B,_1= ) by — > by = by.
k=0 k=0
(b) On aVvn € N¥,
n n—1
Z arby = agby + Z ak(Bk — Bi_1) + apby,
k=0 k=1
n—1 n—1
= aoBy+ Z ap By, — Z apBr_1 + an(Bn — Bn—l)
k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
= a,Bp+ Z ax By — Z ax+1Br = an By + Z(ak — ap41)Bg.
k=0 k=0 k=0

2. (a) Soit M > 0telque Vn € N, |B,,| < M. Soite > 0, alors il existe ng € N tel que Vn > ny,
€ .
lan| < U Donc pour tout n > ng, on a |a, B, | < ¢, donc la suite (a,Bp)nen tend vers 0.

(b) OnaVn €N, |(an, — ant1)Bn| < |an — any1|, donc la série Z(an — ap+1)B,, est absolu-

neN
ment convergente.

D’aprés la question 1.(a), la suite de sommes partielles associée a la série E anby, est
neN

convergente, comme somme de deux suites convergentes, donc la série E anb, est

neN
convergente.
n n
3. Dans ces conditions, on a E lak —ap+| = E (ar — ags1) = ap — an+1. Donc la série E (an —
k=0 k=0 neN
an+1) est absolument convergente, donc on a les hypotheses de la question 2., donc la série
E anby, converge.
neN

4. Soit Z up, une série alternée. Quitte a multiplier par -1, on peut supposer u, = (—1)"|u,|
neN
pour tout n € N. Posons donc a,, = |u,| et b, = (—1)". Les deux hypotheses de la ques-

tion précédente sont bien vérifiées, donc la série E anby, est convergente c’est-a-dire la série
neN

Z Up = Z(—l)"!unl est convergente.

neN neN

II-APPLICATION A L’ETUDE D’UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE
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1. Puisque x # 2km, alors e” # 1 et par conséquent
T S e
1 — e e% 67211 _e% Sln%
Donc
in(2n +1)=
1 sin S zn _
+ Cp(z) :——I—Re Zewm ———I—COS(n—I—l)w : 926 _ _ 2;
2 sing 2sin (—)
2
et
sin(n + 1)£ sinm—
sin
Sn(z) =Im Ze’px —sm(n+1)w 2 _ 2 B
2 sin 5 sin (_)
2

p=1
2. Soit z € R\27Z fixé. On pose Vn € N* b, = sinnz et a,, = —. Clairement (a,), en+ est une
n
suite décroissante de limite 0, et il résulte de da la question précédente :
1
~ g

dM, > 0 tel que Vn € N* |B,,| < M,,. < M, =
x
converge. Pour z € 27Z la

Donc d’apres la premiére partie, la série de fonctions g
neN*

sin nx .
est clairement convergente

neN*
(a) Il est clair que f est impaire et 27-périodique

3.
(b) Soit x €]0,27[, ona:
sin kx - 1 sin(2n +1)§
Z Z coskr = — —
2 sin 5
k=1
d’ou
En:sink:a:_ﬂ—aj / sm(n+ ) it
P 2 = sin % '
) ) 1 , 1 cos %
4. (a) On vérifie facilement que la fonction h est € sur [z, 7] et que h'(t) = e De plus
2
1
donc I/ est bornée sur [z, 7.

vt € [o, 7], W()] <
2

(b) Donc par une intégration par parties on obtient
2 3 T
<COS(TL+ 2)$+/ h/()cos(n+2)tdt>

™ 1
h(t)si “)tdt =
/z (t)sin(n +3) on + 1 sin 2

(c) OnaVvt € [z, 7], sing < sin§ < 1, donc
i 1 2 ™1 N.
h(t) si — ) tdt]| < dt B ()| (r — < i
[ wrsin (e 3) \—W(L gt s WOl x>>—2n+1
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ou
1
N, =2(r—z) | —= + sup |[W'(?)] ],
S 5 te[z,m)
. . T . 1
ce qui montre que nh_}rrgo h(t) sin (n + 5) tdt = 0.
n . k _ o
(d) D’apres ce qui précede Vz €]0, 7], 1i_>m smk r_T 5 x, c’est-a-dire f(x) = T~ % sur

k=1
l'intervalle ]0, 7] (1’égalité est bien vérifié pour x = 7).
Siz €]m, 2n[,  — 2w €] — 7, 0[ et donc
m—Q@r-z) m-u

2 2

fla)=fle—2m)=—f(2r —2) =
™=
2
III-CALCUL D'UNE INTEGRALE
In(1+ z)

D'ou Yz €]0, 27], f(z) =

In(1
est continue sur |0, 1], et lim M

1. La fonction f : z ——
z—0t x

= 1, on peut donc

In(1

prolonger f : x — Il + ) en une fonction continue sur [0, 1] en posant

In(1+ = .
f(l’) _ % S1 T 6]0, 1]
1 siz=0
1 1
In(1 ~
D’ou I :/ wd‘r existe et [ :/ f(x)dx.
0 0

2. Soit z €]0, 1] fixé. Appliquons la formule de Taylor-Lagrange a la fonction In entre 1 et 1 + z,
il vient : Vn € N¥, 3¢, €]1,1 + z[ tel que :

n k n+1 no 1\k—-1 _1\n,n+1
(1 +a2)=S" = m®(1) 4 ; ln("H)(cn):Z( D7 ey CD

! !
= K (n+1) = ok (n+1)cy
d’ou
no(_1)k-1
x k n+1
p=1
ou encore
n
* (_1)k_1 k-1 1
Vn € N*, - <
" /(@) ko T n+1
p=1
. ciz . 2 4 (_1)n—1 n—1
Cette inégalité valable aussi pour z = 0, donc on a montré que la série Z —x
n
_ neN*
converge uniformément sur [0, 1] vers f. Ainsi
1 1 o0 -1yl o0 n—1 2
In(1 + x) / 7 (=D" -1 (=1 m
Iz/—dxz fit)dt = 7/ plgp = S EVT T
0 €T 0 TLZZ:I n 0 TLZZ:I n? 12
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