DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP2

Devoir libre n°7
Corrigé

1. g est définie et continue sur R*, de plus lir% zg(z) = 1,donc g € E. h n’est pas définie en 1,
T—
doncyg ¢ E.

x
2. Ona fi(x) = / tf(t)dt. f est bien définie et continue sur R*, d’autre part, en utilisant la

0
formule de la moyenne, il existe ¢, compris entre z et 0 tel que

o) = [ 40t = alecfle)

Comme ¢, tend vers 0, ¢, f(c,) tend vers une limite finie, d’ott lin% zfi(z) = 0. Donc f; € E.
T—r

La linéarité de ® est une conséquence de la linéarité de I'intégrale. Soit f € E tel que ®(f) =
x

0, et donc Vz € R, / tf(t)dt = 0, on obtient donc, par dérivation :
0

Ve e R*, zf(x)=0

Donc f = 0 sur R*.
Soit ¢ € E qui n’est pas dérivable nécessairement, alors on ne peut trouver une fonction
f € Etelle que ®(f) = g, car Vf € E, ®(f) est dérivable sur R*. Donc ¢ n’est pas surjective.

3. On obtient, a I'aide d"une intégration par parties, pour tout z € R et tout n € N :

fn-l—l(x) — /Ox (CC *t2) tf()

ALY

T2 — 2\nT T 1.2_ n—1
- {fl(t)( ) ]0+/0 o t221)!tf1(t)dt

2nn! 2n—=1(n
¢ t2)n 1
= /0 ;nl(n))tfl( )dt = F(f1)(z).
Donc fr+1 = Fy(f1) = Fn(®(f)), puis on vérifie par récurrence que Vn € N,Vz € R, f,41(z) =

B(f,)(x) = /O fut)

4. (a) Soit x > 0. Nous avons

2™n)! 2?2 —t2)"
H = fdt
Hyn (@) i / ()

<2 )xM
x4+ 1

. 2Mnl 0 (g2 — o) x? "
Siz < 0,nousavons |H,11(z)| = “@Ern / ( S ) tf(t)dt < <$2+1> (—x)M,.
Dongc, pour tout = € R, on a I'inégalité :

2 n
|Hypp1 ()] < <x2+1) || M.
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Soit maintenant / un intervalle borné, alors il existe @ > 0 tel que Vz € I, |z| < o, donc
M, < M,. D’autre part, par continuité, il existe zog €] — «, o[ tel que

2 2
x xj

sup =k<1.

|x|§a$2+1:$(2)+1

Ainsi, (x) VYo € I, |Hpt1(x)| < aMyk™. Ceci montre que la suite de fonctions (Hj,)pen
converge uniformément sur / vers la fonction nulle.

(b) L'inégalité (*) montre aussi que la série de fonctions Z H,, converge uniformément

neN*
sur tout intervalle borné /. Calculons la somme partielle associée a cette série. VN € N*,

Vxel,ona:

S Honle) - /mtfmi(i‘jf)ndt

n=0 0 n=0
5 o\ N+1
x 1— (%) 2 _ 42
x2+1 x4 —t
= tf(t dt, car
[ (" xQH‘_
X

z .2 2 _ g2\ N+l
1 -1
= / i;tf(t) 1— z 5 dt
Par passage a la limite, on obtient :

00 N z 92
Z . Z v 4+1

(@) Onatf(t)=1,donc f € E.

1 1
Ho(1) = — [ (1—¢*)"at
A = 5o [a-e
L[S phy gk L o~pr (1)F
= — L — =,
on J, 2> Bh(=1) on 2 Cngp 1 ="
k=0 k=0
ad > Lodt s
(b) D’apres ce qui précede, on a Zvn = Z H,1(1) = / o =2 [arctan(t)]é =5
n=0 n=0 0
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