DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP2

Devoir libre n°8

Corrigé
e
(@) On pose, pour tout § € I et toutz > 0, f(x,0) = T2 Ona, vVl € I,z — f(x,0)
xe
i0
. . 2-8 _if T xe' _
est continue sur ]0, +oo], de plus mll)Ifool’ e’ f(x,0) = xh_)ngo T poitheia 1, donc

f(z,0) ~ 2°72¢7% au voisinage de +oo. D’autre part, lim 2B f(x,0) = 0. Puisque
T

2—p>1letl—p <1z~ f(z,0)estabsolument intégrable sur |0, +o0].

400 £s—1
Ona¢(0) = — X du. Par le changement de variable z = u®, on obtient
0 1 +x g

0o a— a\fB— 00
#(0) = /0+ Mdu = a/0+ du_ _ au(a).
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(b) La fonction f est continue sur ] -, n[ x I et admet une dérivée partielle a—‘g elle méme
n

continue. Donc ¢, est ' sur | — 7, [ et V0 € I,

/ I 17/
¢, (0) = —ie /1 7(14_%62.9)26&.
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(c) On montre, comme dans la question (a), que 'application z — %(z, 6) est absolument
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Ceci montre que la suite de fonction (¢!, ),>1 converge uniformément vers 6 — /
0

intégrable sur |0, +-o00[, de plus
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sur I, il en résulte, d’apres le théoréme du cours, que ¢ est € sur I et que
toof o [T° 2P
O = [ S =i [ e
¢ ( ) 0 o0 (‘Ta ) €L te 0 (1 + :Eezg)g £z
(d) Grace a une intégration par parties, on obtient
+oo B
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Donc ¢/(6) + i8¢(0) = 0, par conséquent ¢(8) = ¢(0)e~"?. Mais ¢(0) = au(a), d’ot,

Vo eI, ¢(0)=aula)ea.

. Ona, pour toutd € I,

too  .B-1
o0) = /0 T o™

/+°° P11 4 ze™ )
o 1+a2+2xcosb

+o0 211 + 2 cos 0) Y e 2P sin 0
= 5 dr —1 dz
o 14+x%2+2xcosb o 1+a2+2xcosb

Donc, par comparaison de parties imaginaires :

2P sin 0
x€Tr =
1+ 22+ 2xcosf

+00
au(a)sin(56) = /0 L(6)

(@) Ona, pour toutf € I,

teo sin ¢ teo sin 6
5 dr = — dx
o 1422+ 2xcosb 0o sin®f+ (x4 cosh)?

+oo dx
= / : x+cosf\2 dx
o sinf(14 (55557)%)
oo du T tan(
— = — — arctan
1 1+4+u2 2 tan 0

tan 6

) = 0.

(b) On a, pour tout d € I,

au(a)sin(pd) —0 = L(O)—46

B /+°° (2% —1)sin6
Jo 14224 2xcosb

B /1 (2% —1)sin6 d$+/+°° (2% —1)sin @
0 1

1+ 22 +2xcosf 1+ 22 +2xcosf

1 B _1)si 0 (L —1)sing — 1
/ (z ) sin 6 d:n+/ (tg ) dt ool
o 1+ a2+ 2xcosh 1

1+—t12—|—%0059 2’ t
1 — B2 g
1 0
/ ( x”)* sin
o A1+ 2%+ 2z cosb)

D’ott au(a) sin(56) — 0 = sin M (6) avec M (0) = /1 —
0

(1 —2%)%sin6
14 22 + 2z cos §)

1—zP)?

(c) Pour z €]0,1], on pose g(x) = f(z,7) = % On a, g est continue sur |0, 1], de
2Pl —x

lus lim g(z) = 1i ((1_7336)2 = (% D’autre part, lim 2°g(z) = 1. Puisque 8 < 1, g est

P x1—>rnlgx _xl—>lnl 33‘6(1—33‘)2_ ' p ,J}i}l})l’gl’ - 9 &

absolument intégrable sur |0, 1].
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(d)

(e)

-a?
1+2rcosf + a2 —
1 ou encore (1 — 2%)? < 1+ 2x cos 6 + z%. Pour montrer cette inégalité il suffit de verifier
que

[M(6)] <1
-3

Il suffit de montrer que pour tout # €]0, 7[. Montrons que

228 — 98 < 22— 2x.

Posons maintenant
h(z) =227t — 22971 — x4 2.

On i (z) = (26—1)2%72-2(B— 1)zt —1eth’(z) = 2(B— 1)z 3((268—1)2" — (3—2)).
Donc le signe de h”(z) est celui de k(z) = (1—-28)2" — (2— ). Or k' (z) = B(1—28)z" 1.
On a k(0) < 0 et k(1) < 0. Puisque %’ est de signe constant sur |0, 1], alors Vz €]0,1],
k(z) < 0. Donc h est concave, h(1) = h'(1) = 0. L'inégalité demandée est donc bien
démontrée. D’ot

1
dz 1
M) < — = —
in 6
En faisant tendre 0 vers 7 dans l'égalité |au(a) sin(80) 0] < flil 5 on obtient u(a) =
u — ou encore
asin

«

/+°° a7
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