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Devoir libre n°9
Corrigé

Exercice 1

1.

2.

Soit z € Q. On a |f(t)e™| < ce®e(*)=D)t donc la fonction ¢ — f(t)e™*! est intégrable sur [0, +oo[ et par suite
Zf est bien définie en z.

Soit z € 2 et soit (zy, )ney la suite d’éléments de Q\{z} qui converge vers z. Ona On €N,

Lf(zn) - Zf(2) _ f0+°° #f(t)dt: fOM hn (t)dt

Zn — % Zn

e_Z”'t _ ezt ) .
ol hy(t) = ﬁf(t). Les fonctions h,, sont continues sur [0, +oo[ et Ot 20, z — €

~'# est holomorphe, la

n

suite (hy,)ney converge simplement vers h: ¢t — -t f(t)e
L'inégalité des accroissements finis appliquée a z — e ** donne, pour tout ¢ > 0 :

-zt

On >0, e —e | <tlz, — 2| sup |etI-W=m+uz)|
ue[0,1
a+Re(z)

Comme z et z, sont dans (2, alors Re(z) > a et Re(z,) > 0. On a lim Re(z, = Re(z), posons b = 5 ,

donc b < Re(z) et par conséquent il existe ng € N tel que pour tout n > ng, Re(z,,) > b, ainsi
D 2ng, e —e®| <te |z, - 2

et donc
On>ng, lea(t)| <tf@)]e™ <p(t)

ott p(t) = cte(™D?  étant continue intégrable sur [0, +oo[. Le théoréme de convergence dominé montre que
+ o0 +o00
lim on(t)dt = f p(t)dt, c'est-a-dire
0

n—oo 0

L ACOREZ (N —fOM tF(t)e .

n—00 Zn — %

+

Ainsi Z f est C-dérivable en z et (L f)'(z) = - f b tf(t)e *'dt. La continuité de (£ f)’ se justifie en notant
0

la continuité de la fonction (¢,z) ~ —tf(f)e ** et en utilisant la domination sur toute partie [, +00[x[0, +oo[
de Q(a>a),|tf(t)e | < ctele®t,

+o00o
Conclusion (£ f) est holomorphe sur Q et Oz € Q, (L f) (z) = - /0 tf(t)e *dt.

Exercice 2

1.

1 AnB 2
(a) D’apres les données l'exercice p(A) = 15 0.15 et p(B/A) = pAnB) 20 = 0.2. Nous obtenons

) 100 p(B) 100
p(AnB)

4
222 soit p(BJA) = — =0.04.
o) P(BIA) =156

(b) Nous avons p(Bn A) = p(B/A)p(A), soit p(Bn A) =0.2x0.15 = 0.03. Mais p(Bn A) = p(B/A)p(A).Ce
qui donne p(Bn A) =0.04 x (1 -0.15) = 0.034.
Nous pouvons écrire B = Bn (Au A). Ce qui implique :

donc p(B/A) =

p(B) =p(BnA)+p(BnA)=0.030+0.034 = 0.064

A . 0.030
(c) Onap(A/B) = p(p(;j)g). Ce qui donne p(A/B) = 0061 " 0.469.
(a) Nous répétons plusieurs fois I'épreuve donc nous appliquerons la loi binomiale #Z(n,p) avec n = 10 et
p=p(AnB)=0.003.

Nous pouvons écrire :
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p(X = k) = C¥, x0.03% x (1-0.03)""* pour k € [0, 10].

Ainsi: p(X = k) = CF, x0.03 x 0.97",

(b) L'événement ” deux individus au plus sont atteints de le maladie M, et de la maladie M;,"” correspond
é 77X S 2’7 .
Donc :

p(X<2)=p(X=0)+p(X =1)+p(X =2)=0.0997

Exercice 3
Dans cette exercice, I'univers ) est I'ensemble {1,2, ...,n}?, chaque couple a donc la probabilité d’étre obtenu.

1. Sionappelle X et X, les deux nombres obtenus dans I'ordre, on a donc X = min(X1, X5) et Y = max (X7, X»)
et ils vérifient X <Y. Donc si (a,b) € Q, 'événement (X =a,Y =b)

e estimpossible sia > b

e seréduita {(a,a)}sia=»>.

e estlaréunion de {(a,b)} et {(b,a)} sia<b.
Dot :

p(a,b):{ % sia=b

2. L'ensemble des valeurs prises par X est X(Q2) = {1,2,...,n}. Pour touta € {1,2,...,n},ona:

(X=a)=(X=a,Y=a)u(X=aY=a+1)u..u(X =a,Y =n).

2(n-a) 2n-2a+1
+ 5 = 5 .

p(X =a)=pla,a)+ > pla,b)=—

n2
b=atl n n n

De méme, Y (2) ={1,2,...,n} et pour toutbe {1,2,...,n},ona:
(Y=b)=(X=1Y=b)u(X=2Y=b)u..u(X=bY=b-1)u(X =bY =b).
gy 2(b-1) 1 2b-1
p(Y =0) = 2 p(a,b) +p(bb) = ===+ — = —5—.

a=1 n

3. Lesévénements A; = (X =j) (1< j <n)forment un systéme complet, donc pour tout i € {1,2,...,n},ona:

(Y =i) = ilp(hz'/x:j)p(x:j) (+).

Posons a;; = p(Y = i/x-;) et M = (ai;)(1<i,j<n)- La relation (x) se traduit matriciellement par 1'égalité V' =
MU . Calculons les coefficients de cette matrice M. Puisque X <Y,onaa,;; =0sij >i.
p(i,5)

Par définition, a;; = p(X = i/y-;) = , C'est-a-dire d’aprés les questions 1. et 2. :
p

(X =7)
1
= 1
e Sii=j,a;; =1 = .
AT TSR T T
2
C o) 2
e Sii>j,aj= 52— = - .
el 2n-2j+1

o Siz'<j,aij:0.

D’ot .
= 0 0
gl 1
2n-1 27&—3 0
M = 5 :
n—-3

: 2
2 2 3 1

2n-1 2n-3 3
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Remarque : Il y a plusieurs matrices M vérifiant le relation demandée. On peut remarquer que pour tout
ne{l,2,...,n},p(Y =b) =p(X =n->b+1), c'est-a-dire

(Zﬁ?i%):(o B 1)(£§§§§)
p(Y = n) 1 0/\ p(X'=n)
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