DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°3
Correction

EXERCICE

1. (a) Considérons I'application g : (x,y) — x? + y? qui est continue de R? dans R*. On a D =
g 1([0,1]) et C = g7*({1}), donc D et C sont des fermés de R2.

(b) A =g7'[0,1[, donc A est un ouvert de R?, puisque [0, 1[ est un ouvert de R*.
(

c) Montrons que C est connexe par arcs. En effet, soit A = (x1,y;) et = (x2,y2) deux points de
C, alors il existe 0; et 0, uniques de [0, 277[ tels que x; = cos(8;) et y; = sin(6;) (i = 1,2). On
peut supposer 6; < 0,. L’application y : [0, 6,] — R définie par y(6) = (cos(6), sin(0)) est
continue et y(6;) = A, y(6;) = Bet V0 € [0y, 6,] € C. Donc C est connexe par arcs.
2. D et C sont des fermés bornés de R?, donc ce sont des compacts de R2.

, , + . s . , _ 1
A n’est pas un fermé de R™, en effet, si on considére la suite de terme général x, = 1 — —, on a

n
lim x, = 1et1 ¢ [0,1[. Donc A n’est pas un compact.
n—oo
|x| si [x] <1, .
3. (@) Onax — f(x,0) = ) . Le graphe de f est donc composé de segments
( +1) si x| >1.

de droits et d’'une parabole

(b) f est continue sur A et R?\D comme composé de fonctions continues. Il reste & montrer la
continuité en chaque point de C. Soit (x(,1) € C. On a

lim flx,y) = lim x2 +y? = f(x0,10) = 1,

(X, y)—>(x0,yo) (2,y) = (x0,Y0)

~—

(x,y)en

et
im  fGy)= lm o (Feyte1)=1

(x, y) —(X0,Yo) (x.y)—(x0.50) 2
——
(x,y)eR?\D

Donc cette limite existe et vaut f(xg, 7o) = 1,f est donc continue sur R2.

4. (a) f admet des dérivées partielles premiéres en tout point de A\{(0, 0)} et on a, pour tout (x,y) €

A\{(0,0)},
g(x y) = 8f (xr,y) = ——2
ox \/x2 + 32 "y VX2 + y2.

De méme en tout point de R?\A, f admet des dérivées partielles premiéres en tout point de
R?\A et on a, pour tout (x,y) € R2\A,

3f of

3y —(xy) =y.

(x,y) = x,
Soit maintenant (xy, o) € C. On a

(9f

f(xo + h,yo) — f(x0,Yo)
(Xo,yo) h— oh;to h
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si cette limite existe. Or

\/(xo+h)2+y2 :\/l+2xoh+h2 si xoh <0,
2

(x0 + h,yo) = h .
Jx v ((xo+h)2+y2+1):1+hxo+? si xoh > 0.

1

2

V1+2xoh + h? -1
h

1+xoh+%2—1
h

lorsque h tend vers 0, tend vers x; et tend vers x,, donc

9 .0
—f(xo, Yo) = xo. De méme —f(xo, Yo) = Yo.

0x Ay

Donc f admet des dérivées partielles premiéres sur R*\{(0, 0)}.
of

(b) 6—(0, 0) est la dérivée en 0, si elle existe, de la fonction x — f(x,0) = |x|, or cette fonction
x

0 0
n’est pas dérivable en 0. Donc —f(O, 0) n’existe pas. De méme —f(O, 0) n’existe pas.

x
f ne peut donc étre différentiable en (0, 0), car si f étant différentiable en (0, 0) elle admettrait
des dérivées partielles en ce point.

(c) Ona
of Vg si (x,y) € a\{(0,0)},
G BY T ki (ny) € RA((0.0))
x si (x,y) €C.
De méme
Soit (xg,40) € C.On a
= si (x,y) € A\{(0,0)},
m —(x, = im ; 2
(xy) = (x0.90) Ox v ()=o) | st (x,y) € RAL(0, 0},
x si (x,y) € C.
= X9
0 0 0
Cette limite existe donc et vaut —f(xo, o). De méme pour —f(xo, o). Donc —f et —f sont
0x oy ox 0Oy

continues en tout point de C.

X

A\{(0,0)} et R®\A comme composé et produits des fonctions continues. D’apreés c) T est
x

(d) Les fonctions (x,y) — et (x,y) — x sont continues respectivement en tout point de
continue en tout point de C, par suite I est continue en tout point de R?\{(0,0)}. De méme
x
of . )
" est continue sur R“\{(0, 0)}.
)
(e) fadmet des dérivées partielles continues sur R?\{(0, 0)}, donc elle est différentiable sur R?\{(0,0)}.

PROBLEME

Premiere partie
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1. Les coefficients de A = (ajj)1<i,j<n et de B = (bjj)1<i j<n étant tous positifs, ceux de AB = (cjj)1<ij<n
n

le sont aussi, avec ¢;j = )} ajkbx;. De plus, la somme des coefficients de la i-¢me ligne de AB s’écrit
k=1

n

ZCU = anzn:aikbkj = anzn:aikbkj = Zn:aikzn:bkj =1Xx1=1
k=1 j=1 1 j=1

j=1 =1 k=1 j= k=
ce qui montre que AB € S.

2. Il est alors immédiat par récurrence sur k € N que AF € S pour tout k € N. C’est vrai aussi pour
k=0car A =1

n
3. Posons Y = AX = (y1,...,yn). On a, pour tout i € [1,n], y; = Z a;jx;j et donc
=1

n n
il < ) lagllgl < 11X ay = I1XII.
Jj=1 Jj=1

D’ou [AX]| < [IX]].
4. Levecteure = (1,1,...,1) vérifie Ae = e, donc e est propre pour la valeur propre 1.

5. Soit X un vecteur propre non nul associé a A, alors AX = AX, d’ou [|[AX]| = |A|||X]] < ||X]| d’apres
3. Comme X n’est pas le vecteur nul, 1 < 1.

6. (a) i. Puisque X € ker(A — AI)%, A2X = A%X + 2Y. Donc la propriété en question est varie pour
k = 0 et on conclut par récurrence sur k > 2.

ii. L’égalité précédente entraine, pour tout k > 2 :
IAFX + kAR Y| < |1X|
et donc
1Ay = 45X < 11X
D’ou )
Y|| < —||X
1Yl p 11Xl
On obtient, quand k tend vers l'infini, ||Y]| = 0, et donc Y = 0.

iii. Il résulte de ce qui précéde que ker(A — AI)? C ker(A — AI), comme I'inclusion inverse est
évidente, on a I'égalité ker(A — AI)? = ker(A — Al).
(b) Le résultat se démontre par récurrence sur k. Il est vrai pour k = 2. Admettons le pour k — 1
et soit X € ker(A— AI)f et Y = (A— AI)X, alors Y € ker(A — AI)F=! d’ot1 X € ker(A — AI)? =
ker(A — AI) ce qui achéve la démonstration, I'inclusion inverse étant évidente.

Deuxieme partie
1. (a) On a, pour tout p € N*:

2
< .
pl1 = Al

1‘1—/11’“

“pl1-p

lzpl,ﬂf
Pis

p
1
Donc lim — Z A =o.
p—00 p p
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p—)OO

p
1
(b) Si X € ker(A — AI), alors AKX = A*X et donc Xp = (; Z /V’)X donc lim X, = 0.

2. Si A est diagonalisable, tout vecteur X est somme de vecteurs propres, soit X = ZXi avec

r 4
1 1
AX; = A;X;. Alors X, = p; Xo+ Y (— > Al )X Donc lim X, = X, € ker(A — AI).

p—)OO

3. (a) En mettant A sous la forme (A — AI) + Al et en remarquant que I commute avec toute autre
matrice, on peut calculer A* par application de la formule du bindme :

k k
AF = Z CL(A - ATy A< Z CIA(a -1y
j=0 j=0
Si X € ker(A — AI)9, alors (A — AI)¥X = 0, pour tout k > g et donc
-1
AkX = Z CIA (A - AIYX.

Jj=0
(b) 1l suffit de montrer que Ci/lk_j est le terme général d’une série convergente. En effet, on a :

/1k+1_] k+1

|/1| [A] < 1.

k+1
ik

Donc d’apres la régle de D’Alembert, la série de terme général Ci)tk_j est convergente et par

lim
k—o0

k—>oo k +

conséquent lim Cilk'j = 0.
k—o0
(c) Pourp > g,ona:
| ! ¢l p .
= DA+ YN CIAIA - a1yX
k=0 7=0 k=g

Lorsque p tend vers +oo, le premier terme de cette somme tend vers 0. De plus, il résulte de b)

1 —_ —g+1
que ~ Z C;c/lk_] = £ z g+l kz;] C] A¥J tend vers 0 quand p tend vers l'infini, car

la convergence d’une suite implique sa convergence au sens de Cesaro. Donc lim X, = 0.

p—)OO
4. (a) Le théoréme de Cayley-Hamilton montre que P4 est un polynéme annulateur de A. En suppo-
sant que les A; sont deux a deux distincts, le théoreme de décomposition des noyaux affirme
alors que

= (@ ker(A — Ajf)kf) & (@ ker(A — /1]-1)%')
j=0

Jj=s+1

D’apreés la premiére partie, on a donc :
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(b) Décomposons X dans cette somme directe :

X=Xo+Xi+..+X;+Xs1+ ...+ X,.

Alors
Xp = (X())p + cee + (Xs)p + (Xs+l)p + cee + (Xr)p.
D’ou :
p+1 ,. .
® (Xo)p = X tend vers 0, quand p tend vers l'infini.

e Pour 1 < j < s, Xj est un vecteur propre associé a une valeur propre de module 1 mais
différente de 1. D’aprés 1 b), lim (X;), = 0.
p—oo

e Pours+1 < j < r, Xj est un vecteur vérifiant les hypotheses de 3, d’aprés 3 c), lim (Xj;), = 0.
p—)OO
Par conséquent, lim X, = Xj.
p—)OO
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