DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°3
Correction

Exercice
— of
1. La fonction f admet des dérivées partielles en (0, 0), en effet 1irr(1) f(x,O)xf(0,0) =0, donc i —(0,0) =0,
X—
of
de méme @(O, 0) = 0. Si f est différentiable en (0,0) on aura nécessairement
of of
V(h,k) € R%, df(gq)(h,k) = ——(0,0)k+ —(0,0)k = 0
’ 0x oy

et on doit avoir

avec lim ¢(h,k) =0.
(h,k)—(0,0)

Or on a, pour (h,k) # (0,0), e(h,k , donc

) = f(h, k) _ hk eim
VRZ+12 VRZ K2

Ihk| 15—
le(h, k)| < N 2\/h +k

( on a utilisé I'inégalité [hk| < %(h2 +k%).)
Donc lim ¢(h,k) =0.
(h,k)—(0,0)
En conclusion, f est différentiable en (0,0) et V(h, k) € R?, dfo,0)(h,k) =0.
2. V(x,y) e R\ {(0,0)}, on a :

2 2

g(x)y):ye_ XAy’ 1_X7 ) ﬁ(x)y):xe_ xy? ]_97 .
0x vxi+y? ) oy VX2 +y?

3. Pour montrer que f est de classe ' sur R?, il faut montrer que les dérivées partielles existent en tout

point de R? et elles sont continues sur R?. Il suffit donc de montrer la continuité en (0,0) des fonctions

of of
— et 3 puisqu’elles sont continues en tout point (x,y) de R?\ {(0,0)}.

0x y
: of
V(x,y) € R¥\{(0,0)},ona0 < < Vx2+1y? donc lim X _Opuis lim X, y) =
(%) \{(0,0)} m Y5, 00 VI T o puis Mim 3 V)
of of of
0=—(0,0). De méme 1l

. =0=—(0,0).
—(0, Jim S y) = 0= 50,0)
En conclusion, f est de classe €' sur R? et V(x,y) € R? et (h, k) € R?,

of of

df ) (hy k) = = (% y)k + @(X’U)k'

2 XZ

4. Soit (x,y)EB\{(0,0)},ona\/xz—i-yzS]etxig xTy? < 1,donc 0 < 1—

\/ X2 —i—yz

<1,

\/ X2 —i—yz N

of / of /
on obtient donc ax(x,y)‘ <lyle” "2+yz, de méme ay(x,y)’ < |xle™ Y% Tes deux inégalités sont
of 0
encore vraies pour (0,0) car — ™ —(0,0) = a; (0,0) =0.
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5. V(x,y) €B,V(h,k)eR? ona:

of of
ay(x,y)' |k|+]ay(x,y)] K| < eV (nfly kD) < eV (VA Tyt (V2 £ 1),

|df(x,y) (hv k)| <

D’ou .
|af ) (K < IR, K-
1
On utilisé 'inégalité te ' < - avec t = x> + yz e [0,1].

1
6. D’apreés la question précédente, on a V(x,y) € B [[[df,)ll| < —. B étant convexe, on obtient d’aprés le
’ e
théoréme des accroissements finis que :

1
V(x,y), (x,y') € B, [f(x,y) —f(x',y")| < Sl y) = x'sy")]I.
Probléme
Préliminaire

1. Si P est un polynéme alors f,,(P) aussi et deg(f,(P)) < deg(P) donc P € C,[X] = f,(P) € C,[X] . De
plus f, est linéaire (par linéarité de la dérivation) donc f, est un endomorphisme de Cy,[X]

Premiére partie

10 -1 0
2. On vérifie facilement que M3 = g g g —03
00 0 1

3. Une base de ker(f3) est (X, 1+ X?), une base de Im(f3) est (1,—3X + X3), de plus ker(f3) N Im(f3) = {0}.
D’aprés le théoréme du rang, on a dim(ker(f3)) + dim(Im(f3)) =4 = dim(C3[X]), d’ot1 :

ker(fg) D Im(fg,) = Cg[X]

3. Nous avons M% = M3 donc f3 est un projecteur, donc f3 est diagonalisable ( annulé par un polynéme
scindé & racines simples). Ses valeurs propres sont 0, de sous-espace propre ker(f3) = Vect(X, 1 + X?) et
1 de sous-espace propre Im(f3) = Vect(1,—3X + X3).

Deuxiéme partie

5. Les calculs de f4(X'), i=0,1,2,3,4 donne

10 -1 0 O
00 0 -3 0
My=] 00 0 0 —6
o0 o 1 0
00 0 o0 3

6. My étant triangulaire, donc son polynéme caractéristique est xn, (X) = X2 (X—1)2(X—3), d’ou les valeurs
propres : 0,1 et 3.
Les vecteurs propres de f3 sont aussi vecteurs propres de f; donc :
e P; =X, P, =1+ X? sont vecteurs propres de f; associés & 0 d’ou dim(Ey) > 2.
e Q1 =1,Q;=-3X+ X? sont vecteurs propres de f; associés 4 1 d’ou dim(E;) > 2.
La dimension de chaque sous-espace propre est inférieure ou égale a ’ordre de multiplicité de la valeur
propre associée et supérieure ou égale a 1. On a donc
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7.

8.

9.

10.

11.

12.

dim(Ep) = 2 , dim(E;) = 2 et dim(E;) = 1.

On a égalité entre la dimension de chaque sous-espace propre et I’ordre de multiplicité de la valeur propre
associée, donc f4 est diagonalisable .
Considérons les matrices diagonales d’ordre 5 suivantes :

D = diag(0,0,1,1,3), D, = diag(0,0,1,1,0) et Dy, = diag(0,0, 0,0, 3).
M, étant diagonalisable, donc il existe P € GLs(C) tel que My = PDP~'. Notons
A =PD.P ' et B=PD,P .

On peut vérifier facilement que M4 = A + B, A% = A, B2 =3B et AB=BA =0 . Donc le couple (A, B)
convient.

Enfin rg(A) =rg(Dq) =2 et rg(B) =rg(Dy) = 1.

On a My = A + B et AB =BA = 05 donc d’aprés la formule du binéme : M} = A™ + B™. De plus de
1'égalité B® = 3B, on déduit que ¥n € N*, B* = 3" 'B et donc

vne N, MJ=A+3""B.
Troisiéme partie

Soit P un polynéme non nul de degré k: P = ag + a1 X + - - - + a; X* avec ay # 0. Alors :

(k — 1) (k — 2)a X*.

N =

]
fn(P)=—a2+ao+---+ ik(k—ﬂ—k—i—] aX*=—ay+ag+ -+

1
donck >3 = E(k_ 1)(k—2) #0 = f,,(P) # 0 . Par contraposée : f,(P) = 0 = deg(P) < 2. On est alors

ramené a C,[X], ou encore C3[X]. D’ou :
ker(fn) = Vect(X, 1+ X?).

On a rg(fn) = dim(Cn[X]) — dim(ker(fn)) = n— 1. La famille (fn (1), fn(X3), ..., fn(X™)) comporte n — 1
éléments appartenant & Im(f,,) . De plus cette famille est libre car :
)\Ofn(]) + )\3fn(X3) + -+ )\nfn(xn) =0& 1:n()\O + }\3X3 + -+ )\nxn) =0.
Donc il existe «, 3 € C tels que
Ao+ A3+ AXT = aX + B(1 4+ XP)
et donc Ag =A3 =--- =An = 0. D’oit (fn(1), fn(X3), ..., fn(X™)) est une base de Im(fy).
D’apreés ce qui précéde, la matrice de f,, dans la base canonique est triangulaire, ses valeurs propres sont
les termes diagonaux : E(k —1)(k—2)pour 0 <k <n.
On trouve deux fois 0, avec Py, P, pour vecteurs propres donc dim(ker(f,)) = ord(0), deux fois 1 , avec
1
Q1, Q2 pour vecteurs propres donc dim(ker(f,, —Id)) = ord(1), enfin E(k_ 1)(k—2) avec k > 4, d’ordre
1 donc le sous-espace propre associé est de dimension 1. Donc f,, est diagonalisable.
Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan donc dim(ker(¢7)) = dim(ker(¢d;)) =n.
Deux formes linéaires sont proportionnelles si et seulement si elles ont le méme noyau. ¢ et ¢, ne sont
pas proportionnelles donc ker(d1) # ker(¢y).
Posons Fy = ker(¢y) pour k € {1,2},on a F, C Fi+F,, si on avait F; = F;+F; alors F; C Fy et comme ils ont
méme dimension, on aurait F, = Fy ce qui est faux. Donc Fy C F; +F,, d’ou n = dim(F;) < dim(F; +F,).
F; + F, est un sous-espace vectoriel de C,[X] donc dim(Fy +F,) <n+1, d’ott dim(F; + F;) =n + 1.

De plus
dim(Fy + F) = dim(Fy) + dim(F;) — dim(F; N F,) = 2n — dim(F; N F).

Par conséquent, dim(ker(¢p) Nker(d,)) =n—1.
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13. (a) Si Q = fn(P) alors
1 1

Q'(X) = z(x2 —1)PBI(X) + XP"(X) — XP"(X) — P'(X) + P'(X) = z(x2 —1PE(X).

(b) Notons ¢ et ¢ les formes linéaires définies par : VP € C,[X], ¢1(P) = P'(1) et $p2(P) = P'(—1).
On a Im(fy) C ker(d1) Nker(dy), ¢1 et ¢, ne sont pas proportionnelles donc
dim(ker(¢pq) Nker(dz)) =n— 1 =dim(Im(f,)).
D’ou ’équivalence
Q eIm(fy) & Q'(1)=Q'(-1) =0.

2
14. e On a Q(X) = fr(P)(X) = X P”(X) + (—1)XP'(X) + P(X), donc oy = —1 et By =1.

2
c A/ X*—1 (3)
e On a aussi Q'(X) = TP (X), donc o1 = P71 = 0.

e Dérivons cette relation a ’ordre k — 1 en utilisant la formule de Leibniz :

2
Qi = X 2— Tpn Cl XPBH-2) | 02 pl3+k3),

1
Donc o = (k—1) et By = E(k_ 1(k—2).
Quatriéme partie

15. Par identification des termes de plus haut degré de f,(S) et AS on obtient :

_(p=NDp—2)

16. (a) Sip €{0,3}, on trouve A =1 et si p € {1,2} on trouve A = 0.
(b) On se retrouve dans C3[X], d’oti les polynémes propres de degré au plus 3 sont : 1,X, 14+X%, —3X+X3

(& une constante multiplicative prés) .
17. (a) Sip >4 alors (17—1)2(]9—2) >3>1.
(b) On a:
X2 —1

fo(S) =AS & S"(X) = XS'(X) = (A —1)S(X)

et A #0donc S =T, (;\S) =ScIm(f) =5(1)=0=>A-1)S(1)=0= S(1) =0, car A # 1.

(c) D’apreés la troisiéme partie, Vk € N, on a :

2
Xiqg(kﬂ)(x) + (k — 1)XS(k+”(X) + wgk)(x) _ ASk(X).

2 2
(k—T1)(k—2)

> ]s(k)(n. Si on avait S$”(1) = 0 alors :

Dot pour X = 1, (k — 1)S&1(1) = [7\—

SB)(1) = 0 et par récurrence, Vk € N, SM™(1) =o.
(d) D’aprés la formule de Taylor, on a :

deg(S)
StM(1
S(X) = z n'( )(X—l)“,
n=0 ’

donc S = 0, ce qui est contraire & ’hypothése. Donc S”(1) # 0. 1 est donc racine d’ordre 2 de S.
On peut faire le méme raisonnement pour —1, donc —1 est racine d’ordre 2 de S.
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(e) Si deg(S) =4 alors sachant que S est divisible par (X —1)? et (X + 1)%, on a S(X) = a(X* —1)2.
18. (a) On a fn(S)(—X) = AS(—X), d’our :

X2_1 " I
S5 8"(=X) + XS'(=X) + S(=X) = AS(~X).

Par ailleurs T(X) = S(—X) = T'(X) = =S'(—X) et T"(X) = S”"(—X), d’ou :

X2 —1
2

T"(X) = XT'(X) + T(X) = AT(X),

c’est a dire
fu(T) =AT
(b) Pour p > 5, A est valeur propre simple donc le sous-espace propre associé est de dimension 1, donc
il existe o € C tel que T = «S. Si on pose S(X) = apXP +---+ap alors T(X) = (—1)P apXP +---+ao.
On a donc
S(=X) = (=1)PS(X).

(c) Sip est pair : S(—X) = S(X) donc S est un polynéme pair.
(d) Sip est impair, S(0) =—S(0) =0
(e) Sip =35, alors S admet 1 et —1 pour racines doubles et 0 pour racine simple. Donc

S(X) = aX(1 — X?)?

car S est un polynéme de degré 5.
19. On a toujours :
X2 —1
2

(k—T1)(k—2)

S+ (X) + (k — 1)XSF(X) + 5

SR (X) = ASK(X).

Soit xo une racine de S différent de 1 et de —1. Si S/(x) était nul, alors pour k = 0 et X = x( on aurait
$"(xg) =0, pour k =1 on a $®)(xg) = 0 et par récurrence :

vn e N, S™M(xy) =0.

Dot S = 0 ce qui est faux. Donc S'(xo) # O et xo est racine simple de S.
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