DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°1
Correction

Exercice

1. Pour 1, il suffit de poser P(X) = X — 1. Pour v/2, on peut considérer P(X) = X2 — 2.
Pour o = V2 — 4\/5, on écrit que a? =2 —8V6+48 = 50 — 8V6. Ainsi a® — 50 = 8 — \/6, et en élevant
cette égalité au carré on trouve (a? — 50)? = 6 x 64 = 384, ce qui montre, aprés développement, que le
polynéme P(X) = X* — 100X? + 2116 est un polyndme annulateur de « coefficients entiers, donc « est
bien algébrique.

. a . . . .. .
Soit r = 7 a € Z,b € N* un nombre rationnel. On pose P(X) = bX — a, qui est bien a coefficients entiers;

comme P(r) = b x % —a =0, r est donc algébrique.

2. Sia est algébrique, il existe un polyndme P a coefficients entiers tel que P(a) = 0. Ecrivons :
d
P(X)=> apX*
k=0
ott d = deg(P). Considérons alors le polynéome ) défini ainsi :

d
QUX) = 3 (~1Fapx*

k=0

Il est clair que @ est encore a coefficients entiers et que :

d
Q(—a) = Z(—l)kak(—a)k = Zakak =0.

k=0 k=0
ce qui prouve que —a est algébrique, et donne un polynéme annulateur pour —a.
Si a est maintenant supposé non nul, on peut considérer son inverse —. Considérons le polyndme R défini
a
ainsi :

d d
R(X)=X"Y apXF=> a X"
k=0 k=0

R est encore a coefficients entiers et on a :
1 d
R(=)=ada" ara® = a®P(a) = 0.
() > (a)

, 1 : , A 1
ce qui prouve que — est algébrique et fournit un polynéme annulateur pour —.
a

a
3. Supposons a algébrique; alors, par définition, il existe un polynome P a coefficients entiers annulant a.
Comme Z C Q, P est en particulier a coefficients rationnels; d’ot1 la premiere implication.
Dans l'autre sens, supposons qu'il existe un polyndme P a coefficients rationnels tel que P(a) soit égal a 0.
Posons

d
P(X) =) apX*
k=0

et appelons A le produit des dénominateurs des a; non nuls. Alors il est clair que le polynome AP(X) est
a coefficients entiers et annule a, qui est donc algébrique. D’ou1 'équivalence demandée.
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4. Montrons que I, est un idéal de Q[X], c’est-a-dire que c’est un sous-groupe additif de Q[X] stable par
multiplication par tout élément de Q[X].
Si P et () appartiennent a I,, alors P + () aussi puisque (P + Q)(a) = P(a) + Q(a) = 0+ 0 = 0. D’autre
part, si () est un polyndme quelconque de Q[X], QP appartient encore a I, car (QP)(a) = Q(a)P(a) =0
car P(a) = 0.
Ainsi I, est un idéal de Q[X], il est réduit a {0} si et seulement si le seul polynéme a coefficients rationnels
annulant a est le polyndme nul, c’est-a-dire si et seulement si a est transcendant.

5. Comme Q est un corps et I, est un idéal de Q[X| non réduit a {0} ( car a est algébrique ), alors d’apres le
cours il existe un unique polyndme unitaire 7,, de degré minimal, annulant a tel que

I, = (ma) = {Qm./Q € Q[X]}.

6. Supposons par l’absurde 7, non irréductible, et considérons m, = QR une factorisation de 7, comme pro-
duit de deux polyndmes a coefficients rationnels non constants. Alors le polynéme (), de degré strictement
plus petit que 7,, annule a, c’est donc un multiple de 7,, mais par un argument de degré cela n’est pas
possible. Ainsi 7, est irréductible.

Pour trouver le polyndme minimal de a = 1 + v/2, on commence par observer que

a2 =14+2V2+2=1+2a

donc que le polynéme X% — 2X — 1 annule «. C’est le polyndme minimal de 1 + v/2 puisqu'il est de degré
deux, et que 1 + v/2 n’est pas rationnel.

7. 1l suffit de vérifier que Q[a] est un sous-espace vectoriel de R ( R est considéré comme espace vectoriel sur
Q).
Comme 0 € Q[a], Q[a] est non vide. Si x = P(a) et y = Q(a) sont deux éléments de Q[a], leur somme
z+y = (P+ Q)(a) appartient a Q[a], enfin, sir € Q, ra = rP(a) = (rP)(a) est encore dans Q]a.
Ainsi Q[a] est un espace vectoriel sur Q.

8. Si a est algébrique, alors il possede un polynéme minimal 7, de degré d, il est clair que {1, a, a2, ..., ad_l}

d

est libre dans QJa], car une relation de type Z \;a’, avec les \; non tous nuls, donnerait un polynome

1=0
d

annulateur non nul P = Z M\ X'et de degré strictement inférieur a celui de 7,. De plus cette famille

i=0
engendre Q[a], en effet si b € Q[a], alors il existe P € Q[X] tel que b = P(a), la division euclidienne de P
par 7, s’écrit :

P=Qn,+ Ravec R =0oudegR < degm,.

ce qui entraine bien b = R(a) € Vect{1,a,ad? ...,a?'}. Ainsi Q[a] = Vect(1,a,d?, ...,a?"!) est de dimension
finie d sur Q.

Réciproquement, si Q[a] est de dimension finie n, les n+1 éléments 1, a, ..., " sont linéairement dépendants
sur Q[a], puisque c’est une famille de cardinal strictement plus grand que n. Ceci nous donne une relation

du type
> njal =0
j=0

avec les 11 dans Q, c’est-a-dire un polyndme annulateur a coefficients rationnels pour a, qui est donc algé-
brique.

9. On peut vérifier facilement, comme dans la question précédente que Q[a] est stable aussi par multiplication,
donc Q[a] est un sous-anneau deR, +, .). Il reste donc a vérifier la stabilité par inverse : soit x € Qa] \ {0}.
Donc il existe P € Q[X] non nul de degré strictement inférieur a d tel que x = P(a). Comme 7, est
irréductible et P est de degré strictement inférieur a celui de 7,, on a P etP, premiers entre-eux et on peut
donc appliquer le théoreme de Bezout : il existe des polynomes U, V' € Q[X] tels que

PU + 7w,V =1.
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Ainsi, P(a)U(a) + m4(a)V(a) = 1 et zU(a) = 1. D’oit 2 est inversible dans Q[a] et 2™ = U(a) € Q[a]. Qld]
est donc un corps.
10. Dans ce cas m, = X24bX +cavecb, c € Q. Comme a € R et 7, irréductible, le discriminant A = b* —4¢ € Q

—b=x
0 et donc Q[a] € Q[V¢]. De méme § = +(2a + b) donc

est strictement positif. Soit § = \/Z, alors a =
Q[V3] C Q[al.

Probléeme
Partie L.

1. On vérifier facilement que VP,Q € R[X], VA € R, (AP + Q) = A\p(P) + ¢(Q), de plus VP € R, [X],
¢(P) € R,[X], donc ¢ induit sur R, [X] un endomorphisme.

2. Notons Z = (1, X, ..., X") la base canonique de R,[X]. Ona (1) = letVi > 1, p(X%) = X' —iX"7},
d’ot1 la matrice de ¢,, dans la base canonique de R,,[X] :

1 =1 0 -+ - 0
0 1 =2
0 1 . o
Matﬁ(@n) = 1. € '//n+1(R)'
. . . N
0 -+« v oo 0 1

3. A laide de la matrice de ¢,,, on trouve que det(Matgzyp,) = 1 # 0, ainsi ¢,, est un automorphisme de
'espace de R, [X].

4. ¢, étant une bijection de Rn‘[X | dans R,,[X], il existe une unique famille de polyndmes s, s1, - - - , sy, telle
que Vi € [0,n], pn(si) = % ¢n ' est un automorphisme de R,,[X] et (1, %7 e )::) est une base de
R, [X] donc (sg, s1,- - , Sn) est une base de R,,[ X].

5. Ona

(id—0)o(id+6+ -+ =(id+5+-+6) — (6 +62+-- + ") =id — "

Soit P € R,,[X]. Par récurrence immédiate, on a: Vk € N, deg ((5"“(P)) < deg P —k, donc deg (6"(P)) <
—1 et ainsi (6"+1(P)) = 0. On a donc bien

(id — ) o (id+ 6 + - - + 6™) = id.

6. On déduit de la question précédente que ¢, o (id + 3 + --- + §") = id. Comme ¢,, est endomorphisme
d’un espace de dimension finie alors ¢,,* = id + & + - - - + 8. Donc pour i dans [0,n], on a:

X Xi (X
i =@ <Z'> = (id+6+--+4d") <'> = (id+6+--+4") <>

7! 1!

On en déduit

X Xt X
Sl:l—i_ﬂ—l_..jzz:i'
j=0

Partie II.

2 1
7. Vz eR, Si(z)=1+z+ % =3 ((:c +1)% + 1) > 0. On en déduit le tableau de variations de S5 :
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8.

x —00 a3 +00
Sh(x) +

+
Ss(z) | __—o0— "7

On remarque que, Vn € N¥, S =

n=1

e Sin + 1 est impair: S, ,; = S,, d’apres I'hypothese de récurrence, S, n’a pas de racine réelle et

S,(0) =1, donc S,, est strictement positif sur R.

On en déduit son tableau de variations :

n—1. On voit bien Sy n’a pas de racines réelles et que S; admet 1
comme unique racine réelle. Soit maintenant n € N et supposons que le polyndme S;, n'a pas de racine
réelle si n est pair et a une unique racine réelle simple si n est impair. La propriété est vraie sin = 0 et

X

Qnp41 +0o0

;z+1($)

_l’_

Sn—l—l(m)

—00

0o— T
s

Donc S,,+1 posséde donc une unique racine réelle simple.

e Sin+ 1estpair: S, ; =S, dapres I'hypothese de récurrence, S,, posséde une unique racine réelle

simple o, et Sp41(o) = Sp(an) + On _

n!l (n

On en déduit son tableau de variations :

x —0o0

+o00

1/’L+1(‘/I:)

Sn+1(x)

Donc S;,+1 ne posséde donc aucune racine réelle.

D’ou, d’apres le principe de récurrence, le polyndme S, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une

unique racine réelle simple si n est impair.
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9. (a) Ona, pourtoutn € N:

2 In+1
Qon—12"  Qop_1 T

el T 2n+ 1)
2n+1

Sont+1(on—1) = Sop—1(aon—1)+

Qon—12"  agn_1
2l T 2nt 1)

_ agn—1*" 14 Q2n
(2n)! 2n+1
Or, par hypothese, toutes les racines complexes du polyndme S,, ont un module < n, donc |az,—1| <

on — 1, d’ott 'on déduit 1 + ;‘2’:11 > 0 et Sanpi(azn_1) > 0.
n

La fonction Sa,41 est strictement croissante, Sa;,+1(a2n—1) > 0 = Sopt+1(aopy1) = 0. On a donc
a9p—1 > Qopt1 et donc la suite (a2,,41)nen est décroissante.

(b) i. La suite (v,,) est convergente, donc elle est bornée et il existe un réel a > 0 tel que Vm € N,
|um| < a.

2 .. ak . > a’k; 7z
La série Z 7 converge, donc la suite Z T converge vers 0. Pour tout réel ¢ > 0,
n>0 " k=m+1 "/ meN

il existe donc un entier naturel M tel que :

0 k
VYmeN m>M= Z 7| <€
k=m+1
Soitm > M,
| Sy (V) — €| = ZW\Z 2l \ZH<€.
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Pour tout réel ¢ > 0, il existe donc un entier naturel M tel que :
YmeN, m> M = |Sp(vy,) —e'™| <e.
ii. On vient de montré que
Ve >0, IM e N, Vm e N, m > M = |S,(v;n) — e"™| < g,

ce qui signifie : Sy, (vp,) —e"™ — 0. Comme exp est continue, ona '™ — ¢'. Par somme
n—-+4o0o n—-+o0o

S (V) N e!. On en déduit que la suite (Sm(vm))men cOnverge vers el.

(c) La suite (a2,+1)nen étant décroissante, elle admet donc une limite [ € R U {—o0o}. Par l'absurde, si
l # —o0, la suite (a2n+1)nen serait convergente vers [. Donc (S2n11 ((2n+1))),cn cONvergerait vers
e! > 0 d’apres (b). Or il s’agit de la suite identiquement nulle, ce qui absurde. On en déduit que la
suite (2n41)nen diverge vers —oo.

Partie III.

10. Pour toutz € R,ona h'(z) = (1 — z)e' ™. On en déduit le tableau de variations et le graphe de h :

x —00 1 “+00
h'(z) + 0 —
1
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Y
1 4
10 1 2 3 4%
24
11. D’apres l'étude précédente, la fonction h est bijective de | — oo, 1[ sur | — oo, 1[, de classe € et i’ ne
s’annule pas.
Soit g la bijection réciproque. g est donc bien de classe ¥°° de | — oo, 1[ dans | — oo, 1] et Vz €] —
o0, 1], h(g(z)) = =.
Graphe de g:
Y
1 4
3 - T 0 17
-1+
12. Comme h induit une bijection de | — oo, 1] vers | — 0o, 1], il existe un unique p €] — oo, 1] tel que h(p) = —1.
De plus Vx > 1, h(x) > 0 ainsi il existe un unique nombre réel p tel que h(p) = —1.
1 e2 1 3 1
13. On a h(_§> = -5 donc 1n(—h(—§)) =5~ In(2) > 1—1In(2) > 0 car 2 < ¢, donc _h(_E) > 1
1 1
d’ou h(_i) < —1 = h(p). Comme h est strictement croissante sur | — oo, 1[,alors —3 < p. D’autre part
1 el 5 5 2 1 13 1
== In(—h(—1s4)) = > —2In(2) < > — — = —— n2 > -~ = :
h( 4) 1 ,donc In(—h(—1s i) 14 n(2) < 1730 50 < 0,carln2 > 20,donc h( 4) > h(p)
On a bien p dans l'intervalle | — 3 _Z['
14. Soit z un nombre complexe tel que : |z| < 1 et |ze' ~#| < 1. Soit n un entier naturel.
(@) Ona:
Tk T koK
Con n® . _ ntz
(ZQIZ)nenZﬁkn:enzZ o
k=n-+1 k=n+1
k! k!
k=0 k=0
= (- T(2)
= 1—e"™T,(2)
On a bien I'égalité :
+00 nk
1 e—nzTn(z) _ (Zel—z)ne—n Z y k—n
k=n+1
(b) Pour toutn € N,ona:
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1__64ﬂ21%(2” _ (ZeLagnefn 2{: %jzkfn
k=n+1
+00 nk
< ‘(zel—Z)‘n —-n Z 7" ’k—n
k=n+1
+oo k
n
-n
< e ﬁ
k=n+1

car |z| < let|ze! ™% < 1.

Or
+o0 nk +oo nk n nk
" Y T \ ) e @ ) =1 - e T ().
k=n+1 k=0 k=0
et donc

11— e ™T,(2)| <1—e"Th(1).
() SiT,(z) =0,alors 1 < 1 —e "T,(1) et donc e "T},(1) < 0, ce qui est impossible car e™" > 0 et
T,(1) > 0.On a donc T5,(z) # 0.
15. Soit n un entier naturel impair > 3.
Dans les questions précédentes, on a montré que si z est un nombre complexe tel que |z| < 1 et |ze! | <
1, alors T;,(2z) # 0.

D’autre part, T, <%) = Sy (a,) = 0.0On a donc ‘%‘ > 1ou ’%el
n n n

_9n
n

> 1.

. : A a
On a admis que toutes les racines complexes du polynéme S,, ont un module < n, donc ‘—n‘ < letpar
n

> 1, c’est a dire ’h <%>’ > 1.
n

an
n

conséquent on a ‘%el_
D’apres les variations de la fonction h, on a donc % < p etcomme |, | < n, ay, est bien dans l'intervalle
| = n,npl.

Partie IV.

16. La fonction exp est de classe € sur R. On peut donc utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale a
I'ordre n. Soitw € R.On a:

exp(0) = i eXp(kM(O + u)? + /0 0=-0" exp™ (1)dt.

! !
Pt k! —uw !
nok 0 n
) E; (_t> t
Doncl=e Zkz! + L e’dt
k=0
Oxn
On effectue dans l'intégrale le changement de variablex = —¢, ainsi 1 = e “S),(u) — / —e "dt d’ou
w M

1 0
e "Sp(u) =1+ = [ t"etdt.
n! J,

0
. . L _ o

17. En utilisant la question précédente en u = o, ona:0 =1+ — / z"e *dxz. Comme — = 7, on effectue
n! Ja, n

1 (0 ntl 0
le changement de variable nt = x, donc n— (nt)"e ™dt = —1 et ainsi —1 = ; / (te_t)n dt d’ott
n! /.. n! J,

0 n nle”
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18.

19.

20.

n
Quand m — +oo,on pose n = 2m + 1 et n — +oo et Stirling nous dit que : n! ~ vV2mn n , donc
p g q
e

0 2 2
/ h(t)"dt ~ —] et —/ — — 0.
" n n

0
D’ou la suite ( / h(t)Qm“dt) converge vers 0.
Y2m-+1 meN
Pour ¢ €] — 00, 0], h(t) < 0 donc A(t)*™ ™ < 0 et yams1 < p < 0 (voir 16 et 14). Ainsi les trois intégrales

de la relation de Chasles sont négatives :

0 p 0
/ h(t)2m+1dt:/ h(t)2m+1dt+/h(t)2m+1dt.
Y2m+1 Y2m+1 P

0 p
D’oit / h(t)*™Hdt < / h(t)*™+dt <0
o

2m+1 Y2m+1

p
Ainsi selon le théoréme des gendarmes, la suite ( / h(t)2m+1dt> converge vers 0, selon 19.
T2m+1 meN

Comme h est strictement croissante sur | — 0o, 1[, on a V¢ < p, h(t) < —1 et h(t)*™™! < —1. Donc pour
)

P
m > 1, comme on a Yy, 11 < p on a/ h(t)2m+1dt < (p—v2m+1) X (—1). Donc :
Y2m+1

p

0 S P — Vo2m+1 S —/ h(t)2m+1dt.
Y2m+1

Q2m+1

Alors avec les gendarmes : — p,selon20. Dot —————~ ~
v g Yemtl T P u @m +1) mtoc

donc « ~ 2m +
0 2mtl |~ (

1)p et par conséquent :

Qomi1  ~  2mp.
m——+00

MP1

8/8 Prof: Mohamed TARQI



