DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé »n°2
Correction

Exercice 1
1. Posons b(.,.) = (.|.). Soient f,g,h € Eet A€ R.Ona

1
M+ A0l) = (F+2)Om0)+ [ +ra) (N ()ar
1
= JOO)+ g0)h0)+ [ FON(E)+ g (O (D
= f(0)h(0) + Ag(0) + h(0) + /1 F (R (t)dt + A/lg’(t)h’(t)dt
0 0
1 1

= f(0)h(0) +/ /()R (t)dt + Ag(0)h(0) +/ g ()R (t)dt = b(f, h) + \b(g, h)

0 0

De plus b est symétrique puis que

1 1
b(f.9) = F(0)g(0) + /0 F(0)g (£)dt = g(0)£(0) + /0 § (O ()t = b(g, f)

et donc b est bien une forme bilinéaire symétrique et positive puisque b(f, f) > 0.
Montrons que b est définie positive, en effet, soit f € €'([0, 1], R) tel que :

1
b(f, f) = £(0)? + /0 F(02dt = 0.

1
Comme les deux termes sont positifs, b(f, f) = 0 si et seulement si f(0) = 0 et / f'(t)*dt = 0. Comme
0

f'(t)* > 0 pour tout ¢ € [0,1] et f’ est continue sur [0, 1], l'intégral vaut 0 si et seulement si f'(t) = 0 pour
toutt € [0,1]. Ainsi f est constante mais comme f(0) = 0, on obtient que f est la fonction nulle.
1

2. On peut vérifier facilement que 'application (f, g) — / f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur E. Soit f € E
0
la fonction définie par f(¢) = 1. En appliquant Cauchy-Schwarz a (f, |¢g|) on obtient

[ oo ([ mt)é ([ rg<t>\2dt)é -([ rg<t>2dt)é |

3. Ilsuffit d’appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz associée au produit scalaire canonique sur R? au couples
(1,1) et (a,b):

a+b=1xa+1xb< 12+ 12v/a2 + b2.

4. Pourtout f € Eettoutz € [0,1],ona f(z) = f(0) —|—/ f'(t)dt. Donc
0

1
@) < 170)] + /0 1 (0)at

D’apres les questions 2. et 3., on peut déduire 1'inégalité :

1
2

1 1
o+ [ |f’<t>|dtsﬁ(f<o>2+ / <f<t>>2dt)
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=

Ainsi, pour tout z € [0,1], ona:

[f(@)] < V2| £

et donc

1Flloe < V2|1 f]-

1
Pour toutn € N*, on a || fn|lcc = sup |sin(nnt)| =1= f, () et
t€[0,1] 2n

1 n )
1 £all* = £a(0)? +/ (fv/m(t))gdt - / (nm)? cos® (nrt)dt = (ng)
0 0
et donc || f,|| = % Ainsi la suite <||’ffT|H ) n’est pas bornée et donc les deux normes ne sont pas
nlioo / neN*
équivalentes.
Exercice 2

(a) La matrice A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale. Ce sont 1, 2
et 4. La matrice A d’ordre 3 admet 3 valeurs propres réelles, elle est donc diagonalisable sur R.

10 0 1 0 0
(b) On peut écrire A = PDP™!, avec D = 0 2 0 |.Soitp e N“etD, = 0 2% 0 |. Alors
0 0 4 0 0 4%

B = PD,P! vérifie A = BP.
Montrons qu’il nexiste pas de matrice B € .#»(R) telle que B?> = A. Par 'absurde si B> = A4, alors
AB = BA = B?. La matrice A est diagonale avec deux éléments distincts. 'égalité¢ AB = BA montre

g 2 > Ainsi B? = A entraine b* = —2 qui n’a pas de solutions

qu’alors B est aussi diagonale et B = <
réelles.

Soit g I'ordre de nilpotence de N, soit N9 = 0 et N 9-1 # 0. Ainsi, il existe un vecteur x non nul tel que
N%1(z) # 0 et on montre (classiquement) que la famille (x, N(z), ..., N9 !(z)) est libre. Son cardinal ¢
vérifie donc g < net N" = 0.

Supposons maintenant que pour tout p € N¥, il existe une matrice B telle que B” = N. Alors B?? = N1 =0
et d’apres ce qui précede pg < n, ce qui est impossible pour tout p € N*.

(a) Une matrice nilpotente /N n’admet comme valeur propre que 0, donc A = I,,+ N admet comme unique
valeur propre 1, en effet, soit A une valeur propre de A, donc il existe X non nul tel que AX = A X ou
encore NX = (A —1)X etdonc A = 1.

La matrice A ne peut donc pas étre diagonalisable car sinon elle serait semblable (donc égale) a I,, et
N serait nulle.
(b) Par la division euclidienne il existe () et R des polynomes tels que :

V(X) = X9Q(X) + R(X)
ol R = 0oudeg(R) < q. Donc Vx # 0, 0on a

Viz)

= Q)+ 42

Par hypothese, au voisinage de 0, le polyndme V' vérifie V (x) = o(z?). Donc nécessairement Q(0) = 0

et lim R(f) =0, ce qui exige que R = 0. Donc V' (X) = X1Q(X).

z—0 X

(c) Le développement limité de (1 + w)% au voisinage de 0 a ’ordre ¢ est de la forme :

1
(I4+2)r =14+az+ ... + agz? + o(z?) = Py(x) + o(z?)
En élevant a la puissance p, et en développant la puissance, il vient :

14z = (Py(z) + o(x?))? = Up(x) + o(x?)
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(d) Par les questions précédentes 1+ X = Up,(X)+X?Q(X). Soient ¢ 'indice de nilpotence de N et p € N*.

En remplagant formellement la derniere équation par la matrice IV, il vient :

I+ N = Up(N) + NIQ(N) = Up(N) = (U(N))".

Probléeme

A. Eléments spectraux de J

1.

Un calcul simple conduit a x;(X) = X" — 1. Le polyndme caractéristique de J est donc scindé a ra-
cines simples, donc J est diagonalisable en tant qu'une matrice a coefficients dans C, pour qui elle soit
diagonalisable dans .7, (R), il faut et il suffit que son spectre soit réel, ou encore que n = 2.

2. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, ona J" — I,, = 0, donc J est inversible et J ' = J"~! =],
3. Le C-algebre engendré par J est \£e>cot(Jk). Comme J" = I,,, alors C[.J] = Vect(I, J, J?, ..., J" '), de plus

on peut vérifier que le polyndme minimal de J est égal a x 7, donc la famille (I, J, J?, ..., J"~ 1) est en fait
une base de C[J] et par conséquent dim C[J] = n.

On remarque que si A = agl, +a1J + ... + an_1J" "t € C[J], alors

aq ar ... Qp-—1
anpn—-1 ap ... Qap-—2
A= ,
al as ... aq

autrement dit, C[.J] est I'ensemble des matrices circulaires de taille n.

Remarque : Une matrice circulante est une matrice carrée dans laquelle on passe d’une ligne a la sui-
vante par permutation circulaire des coefficients. Une matrice circulante de taille n est donc de la forme

ap a ... Qap—1
apn—1 ay ... QAp—2
C =
al as ... ao

ol les coefficients ci sont des complexes. Pour alléger les notations, on désigne par C(ag, a1, ...,an—1) la
matrice circulante précédente

En notant
01 0 . 0
001 ... 0
J=1: . | =0C(0,1,0,..,0),
0 1
1 00 ... 0

on peut constater que toute matrice circulante est un polynéme en J

n—1
C(ag,al, ce ,an_l) = Zaij = Pc(J)
j=0

4. J étant diagonalisable sur .#,(C), il existe P € GL,,(C) vérifiant :
P71JP = diag(1,w,...,w" ') = D(w)
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oltw = e n . En d’autres termes .J = PD(w)P~! et alors pour tout k € N,on a :

J¥ = PD(w)kpP~!

et donc
M = P diag(p(1), p(w), ... p(w" ") P~
n—1
oup(X) = Z arX". Cela suffit pour déduire que M est diagonalisable dans C, et que
k=0
n—1
det(M) = H p(w”).
k=0

n

- X
iX #1.D
~ st # onc

1
Le polyndme associé 8 M(\) est P(X) = A+ X + X? 4+ ..+ X" =1 -1+ :
p(w®) =X—1pourk e [l,n—1]etp(l) =n—1+ . Doir:

det [M(N)] = (n— 1+ A)(A — 1)L,

5. Ilestévident que u est un endomorphisme de C[.J]. La matrice U de u dans labase & = (I, J, J?, ..., J" 1)
s’écrit :
1 1 1 1
1w w? w1
u=|: : 5 = (w")o<ki<n—1-
1 "L w2(n—1) o w(n—l)(n—l)
n—1 n—1
Onau(l) = Z Jk, etalors u*(I) = Z (1 +wf .+ wk(”_l)) J¥ = nl,, puisque 1wk +.. k=D =
k=0 k=0
0 pour k € [1,n — 1]. De méme si ¢ € [1,n — 1], on obtient :
w(J9) = I, + wlJ + w?1J? 4+ . 4 i L
et
n—1
u?(J7) = (1 +wi™ 4+ w(q+k)(”_1)> JE,
k=0
n—1 ‘
Or,ona Z w4tk = 0 sauf si g + k = n, c’est-a-dire si k = n — ¢. Ainsi u?(J9) = n.J"~9, par conséquent
=0
nous avons :
100 ... 1
1
(J2 =N )
N .o
100 ... 0
ce qui montre que U? est inversible et alors U 1’est aussi.
Compte tenu de ce qui précede, il est alors clair que
VM e C[J], u*(M)=n?M,
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100 ... 1
1
: . U? Y S
ce qui veut dire ut = nQId, donc U~ ! = oy ou encore U™! = —,avec 2 = oo ], et
n
1

1 00 0
U
alors, il vient U~! = —.
n

U désignant la matrice conjuguée de U, c’est-a-dire la matrice (w*)o<t i< 1 = 0™ V*¥)oop 1 1.

—

4

Si z € C est une valeur propre de u, alors il existe M # 0 tel que u(M) = M = zM, comme v~ = n%I,;, on

aalors z* = n?, ce qui montre que z € {—iv/n, ivn, —/n,V/n}.

B. Etude de deux éléments de C[.J]

6.

n—1
Ici, on associe & Mj le polyndme Py (X) = 1+2X +3X*+...+nX""1 = Z(z +1)X". Les valeurs propres
i= 0

de M; sont exactement les nombres Pl(wk), ke [0,n—1].SiQ:(X Z X* ona P, = Q', et comme

k=1
pour X # 1,
1-X"

1-X

n(X)=X
on a sous les mémes conditions :

1—(n+1)X"+nX"!
(1-X)?

Pi(X) =

ce qui donne
n(n+1)

Piwh) = —""— si k#0 et Pi(1) = 5

wk —1’
Ainsi, on a

1
—~ n+1 — Jk
Mlz%l —l—ng
e
et )
n I | n 1
detMlzn(n+)H _ n(n+)
2 wk —1 n—1
w1 2 T] (wh — 1)
k=1

n—1

OrX"—-1=(X-1) H(X — w"), et alors

ce qui donne

n"(n+1)

1 n—1

) 2

Reste a montrer que Ml_1 € C[J]. Comme M, est inversible, M1_1 € ClJ], eneffet, siag + a1 X + ... + X"

est le polyndme caractéristique de M, alors d’apres Cayley-Hamilton agl,, + a1 M + ... + M = O et en
multipliant par M, ! ( puisque ag # 0), ona M; * € C[J].

det M1 = (—

MP1
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Comme (1 — X)?P;(X) =1— (n+1)X" +nX"", cette égalité entraine en substituant a X la mtarice .J,

et tenant compte de J" = I, :
(I, — J)?M; =n(J — 1,

On a donc
nM{N T — 1) =J* = 2] + 1,

et si on écrit :
Ml_l =aol, +a1J + ...+ an_lJ"_l

on doit avoir :

1
(I, —2J + J?)

Ml_l(J — In) = (an_l — ao)[n + (ao — a1>J + (CL1 — CLQ)J2 + ...+ (an—2 + an_l),]nfl = E

ce qui donne

— 1
a2 =Aa3 = .. =0ap—1, Gp-1 =00 = —, Ao — a1 = — et a1 —ax = —
n n n
1 2
Siv="1,1,....1),ona Mv = Mv, et alors Ml_lv = mv = (ap + a1 + ... + ap—1)v. D'out
2
a0+a1+--.+an—1—m
Sionposea =ag =...=ap_1,0na:
bar+(n—2) 2
a a n—2)a=
0 1 ’I’Z(’I’l+1)’
2
apg —alp = ——,
1
a—apg = —,
1
a —a = —,
\ n
2 2—n(n+1) 24+n(n+1) ) , .
— m, a() — m et a; = m ce qul permet d Obtenlr .
1
-1 _

n n
7. Le polyndme P» attaché a M est P»(X) = 2(22 —Dxl=2 Z iXh Z X1, soit
i=1 i=1 i=1

n

d (XA-XM 1-X"
PQ(X)‘%X( 1-X >_1—X

e qui donne pour X # 1:

Py(X) =2 {anl J o X" - n XM 1] S

(1-X)2 1-X
En conséquence pour tout X € C:
1-X)PP(X)=2[nX""'1-X)?+(n-1DX"—nX"" +1] - (1 - X)(1 - X"

et par substitution, on obtient :
(J — 1) My = 2n(J — I,).
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Cela permet de montrer que M; est inversible, car si z € C" vérifie Mz = 0, alors Jz = z, ce qui montre
que z € Vect(v). Or Mayv = nv,car1+2+3+...+2n—1=n? # 0, et par suite Mav # 0. M; est donc
inversible.

Comme dans la question précédente, avec les mémes techniques, on obtient :

_ 1
Myt = 2—7130(2 —n%2+4n%2,...,2).

Enfin, on a det(Ms) = Py(1)Py(w)...Poy(w™ ) avec Py (1) = n? et P(w") =

nir :

n
———, ce qui permet d’obte-
wk —1 qup

det(My) = (—1)""tpn2n=t,

C. Ftude de la suite (My)r>1 ot M est une matrice circulaire a coefficients stricte-
ment positifs

n—1
8. Le point d’affixe p(z Z ax 2" représente le barycentre du systeme des n points pondérés
k=0
(A0(1)7 (l()), (A1<Z)7 a1)7 ceey (An—l(zn—1)7 an—l)'
Comme tous les a; sont strictement positifs, le point n’est pas sur le cercle unité que si tous les points
1,z,..., 2”1 sont confondus et égaux a 1, c’est-a-dire z = 1. Donc nécessairement [p(z)| < 1.
Comme M est diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que
P7'MP = diag (1, p(w), ...,p(wn_l))
ol p(z Z a,z*. Donc
k
M* = Pdiag (1,p(w)k, ...,p(w"_l)) p!
Comme |p(w’)| < 1pour j = 1,2,...,n—1,alors lim [p(wj)]k = 0,donc lim M* = Pdiag(1,0,...,0) P!
k—oo k—o0
Comme M € C[J], M* € C[J] pour tout k € N*. Si nous notons
n—1
M* =" a;(k)J’
§=0
avec a;(1) = a; pour tout j € [0,n — 1], on a pour tout entier k :
CLU(]{?) + al(k:) + ...+ an,l(k) =1
En effet, si
U=uoly, +uid + ...+ up_1J" 1,
V =volp+v1J + ... +vp_1J" L,
W = wolp + w1 J + ... + wp_1J" L,
avec W =UV,onadonc:
Wo (wo + w1 + oo + wp—1)v
= (UV)o=U((vo+v1+ ... +vp_1)v)
= (Uo—i-vl—i- e 1)U( )
= (vp+vi+..+vp-1)(uo+ur+ ... +up_1)v
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Tout cela pour dire que

n—1 n—1 n—1
E w; = E Uj (o
Jj=0 Jj=0 Jj=0

Donc on peut conclure que, pour tout k > 1,ona:
ao(k) + al(k‘) + ...+ an_l(k:) = (ao +ay+ ...+ an_l)n =1.

Comme de plus, chaque (a;(k))r>1 converge vers un réel [; > 0 ( chaque a;(k) > 0), et que la matrice
P diag(1,0,...,0)P~! est de rang 1, 1a limite de la suite (M), est donc une matrice de rang 1, circulante,
et stochastique, d’ot1 :

11 ...1
1111 1
lim M* == ,
k—o00 n :
11 1

M
Posons, dans le cas général ott ag + a1 + ... + an—1 > 0, p = ap+ a1 + ... +ap—1.Ona M = p— et

11 ... 1 11 ... 1
M\* M\ 111 ...1 k11 .01
MF = ,uk () Comme lim <> = — L . et donc M* ~ Ll . .
1 k—oo \ n oo T n—+oo N -
11 ... 1 11 ... 1
Autrement dit :
esiO<pu<1, lim M¥=0
k—oo
e si i > 1,1a suite (M*¥);>; ne converge pas
11 1
. 1111 1
e siy =1, la suite (M"),>1 converge vers —
- n Lo .o
11 ... 1
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