DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

1.

Devoir surveillé n°3
Correction

Exercice I

e Soit f et gde F et A € R. Pour tout x € [0,1],on a:

K(f + g)l(x) = /0 C(F 4 Mg ()dt = /0 " F(t)dt + x /0 " g(t)dt = [K()](x) + ME (9)](x).
Diow K(f + Ag) = K (f) + AK(g).

T

o Vf € E,I'application x — / f(t)dt est continue sur [0, 1] ( car elle est dérivable sur [0, 1] ), donc K(f) €

E. Ainsi I'application K est un endomorphisme de E.

x 1
+ Pour toutr € 0.1], [K (7)) < [ 170t < [ #0117 Dot

K (Pllee = sup [[K(f)]()] < [ f]loo-

z€0,1]

Donc l'application linéaire K est continue sur (E, ||.||co)-
Si f est continue sur [0, 1], T(f) est de classe ¢ sur [0, 1]. Supposons maintenant que K™ (f) est de classe
T

€" sur [0,1], alors z — K" (f)(z) = / K" (f)(t)dt est de classe € sur [0,1] ( la fonction sous signe

0
intégral est de classe ™ ). On conclut donc avec le principe de récurrence que K" (f) est de classe ¢ sur
[0,1].
Donc d’apres la formule de Taylor avec reste intégral :

n _ = n (k) ak ‘ (‘T — t)n_l n (n)
Vo e 0.1), [K"(7)] @) = UKV + [ G e war

— (n—1)!

D’autre part, on a [K"(f)] = [K(K" '(f))] = K" (f), puis par dérivations successives, on obtient
[K™(f)](k) = K" *(f) et ceci pour tout entier naturel k € {0,...,n — 1}.
Il est évident que [K™(f)]™ = K" "(f) = f et [K"(£)]®(0) = K" *(f)(0) = 0 pour k € {0,...,n — 1}.
D’oti:

T — t)n—l

Ve e [0.1], [K"(f)] (z) = /O ' ((n_l)!fu)dt.

Pour tout x € [0,1],on a:

n T (z—t)n ! B (x —t)"]" B " 1
@I < e [ a1 |5 <111 < e

1
Ainsi, ||K"| < e
Sif=1o0nalflec=1et[K"(f)](z) = /x Mdt _ et donc [|[K"(f)|lco = e et par conséquent

- < Jo (=10 T nl AT d
1

I =

EXISTENCE DE L’APPLICATION B : Si on considére f — K (f) = g comme une équation différentielle en
K(f) etsionremarque que [K(f)](0) =0,ona:

K () = e /0 " e tg(t)dt

Soit
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Vo € 0,11, f@) = [K(D)(a) + o) = e [ o)t + ().

Soit donc B l'application définie sur F, par :

Vg€ E, [B(g)|(z) = glz) + ¢ /0 " e tg(t)dt.
OnaVge EetVz €[0,1]:

(I - K)B(g)(z) = B(g)(x) - [K(B(9))](x)

Donc (I — K)B = I. De méme, on montre que B( — K) = I.

CONTINUITE DE L’APPLICATION B : Il est clair que ’application est linéaire de E dans . Montrons qu’elle
est continue sur (£, ||.|/c)-

Pourtoutg € Fetxz € [0,1],0ona:

T 1
[B(g)(x)] < [g()] +€x/0 e~ 'lg(t)ldt < lgll +€1H9Hoo/o dt < (14 €)llglloo

etdonc |[B(g)[lco < (1 +€)]lg]lco-
Donc B est continue sur E.
5. Casn = 1:Supposons que Sp(K) # &, soit donc A une valeur propre de K et f € E une fonction non nulle
telle que
K(f) = Af.

Si A est non nulle et puisque K (f) est de classe %, alors f aussi et donc, par dérivation, f = \f’" d’oit

vz €[0,1], f(x)= ce?,

1
et comme f(0) = XK (f)(0) =0, alors f est nulle ce qui est absurde.
Si A =0, alors Vz € [0,1], [K(f)] (x) = 0 puis par dérivation f est nulle sur [0, 1], ce qui est absurde.
Par conséquent
Sp(K) = @.
Cas n > 2 : Raisonnons toujours par 1’absurde et supposons que Sp(K"™) # @. Soit A € Sp(K™") et f fonction
non nulle telle que

(+) K™(f) = M.

Si A # 0, on note p1, 12, ..., by, les racines complexes n-iémes de A, donc
(1) & (K —jul) o (K — oI} o ..o (K — paD)(f) = 0.

Puisque K™ — AI n’est pas injective (A est une valeur propre), il existe au moins un indice i € [1,n] tel que
K — p;I nest pas injective et donc y; ce serait une valeur propre de K ce qui est absurde.
Si A =0, alors K"~ ! = 0 et par récurrence descendante f = 0 ce qui est absurde.
En conclusion,
Vn € N*, Sp(K") =@.
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1.

2.

Exercice 11
Il est clair que I’application 7" est linéaire de E dans E, de plus, pour tout = (2, )neny € E,0ona:
vn €N, [T(z)(n)| = |z(n+1)| < ||lzfw,

donc [|T(z)|loc < |||l Ceci montre que l'application linéaire est continue et que ||7|| < 1. La suite
constante x = (zp,)nen telle que Vn € N, x,, = 1 vérifie ||z||s = || T(z)||oc = 1, donc ||T|| = 1.
Pour tout suite z = (2, )pen de E,ona:

Vn eN, la(n)z(n)] < ||z(lcla(n)|.

Donc la série Z (n) est absolument convergente, donc elle est convergente. Ceci montre que 1’appli-

neN
cation U est bien définie, de plus il est clair qu’elle est linéaire.

Soit x = (zp)neny € F,0ona:
U(2)| < M||z],

ouM = Z la(n)|. Ceci montre que la forme linéaire U est continue sur E et que ||U|| < M.

Soit z = (:cn)neN la suite définie par :

/1 sia(n)>0
z(n) = { —1 sia(n) <0

Onabienz € E, ||z]|oo = 1 et U(z Z la(n)| = M. Donc ||U]| = 1.

Probleme : Etude de deux normes sur R[X]

On vérifie d’abord que ces deux quantités sont bien définies. Prenons ensuite P, () dans E et A € R tels que
oo oo

P = Z anXk et@ = Z ank. Alors, pour tout k € N,
k=0 k=0

|ar + bi| < |ax] + |bk|
et donc, en passant a la borne supérieure
12+ @Qlle < [1P]le + Q-

On a clairement ||AP||. = |A|||P]|. Enfin, si || P||. = 0, alors les coefficients de P sont donc nuls, ce qui
entraine que P = 0.
Passons maintenant a || P||o. On a, pour tout ¢ € [—1, 1],

(P +Q)®)| < [P+ Q)] < [|Plloo + [|Qllco-

En passant au la borne supérieure, pour ¢ € [—1, 1], on en déduit que

1P+ Qlloo < [|Plloo + [ Qlloo-

Il est clair que ||[AP||o = |A]||P||oo, €t si || Plloc = 0, alors P admet une infinité de racines, donc P = 0. Ainsi,
||.]|c est également une norme sur E.
(@) Supposons qu’il existe M > 0 tel que, pour tout P € E, ||P||. < M| P||s. Prenons P, = (1 — X?)" =

k
Z[]k DEX2F Alors ||Pylee = 1et||Py]le = sup Ck ~ % qui tend vers +oo, ce qui est impos-
0<k<n !

s1b1e
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(b) Supposons de méme qu’il existe M > 0 tel que, pour tout P € E, ||P|l < M]||P|c. Prenons P, =
1+ X +...+ X" Alors |P,|lc =1et||Py]|c =n + 1 < M, ce qui est impossible pour n grand.
3. (a) Il estclair que l'application ¢ est linéaire. De plus, pour tout P € E,ona:

1
p(P)] < / Pt < 2P .

Ceci montre que l'application ¢ : (E, ||.|[x) — R est continue.
(b) Prenons la suite de polyndmes (P, )cn telle que P, = X".Ona || P,|. = 1 et

1 1 —_1)"
)= [ par 1T
-1 TL+1

tend vers 0 quand n tend vers 1’1nf1n1 Ce qui montre la non- contmulte deg: (E,|.]c) =R

4. (a) Il estclair que v est linéaire. Si P = Z arX* € E, alors ¢(P) = Z 2—kX k. Donc
k=0 k=0

ag
l(P)lle = sup | S¥| < sup lax| = 1P
keN keN

Donc 1 est continue sur (E, ||.||.)-
(b) L'application définie sur E par: y : P +— P(2X) vérifie :

VP eE, ox(P)=xou(P)=

Donc 1 est inversible et ¢y ™! = .
(c) Pour la suite de polyndmes (P, ) telle que P, = X", ona: ||P,|l. = 1et |1 (P,)|| = 2" tend vers
I'infini, donc ¢/ ~! n’est pas bornée sur la boule unité, donc elle n’est pas continue sur (E, ||. |.).

B. Restriction a la dimension finie

1. (a) E4 est de dimension finie, donc toutes les normes sont équivalentes. En particulier ||.||. et ||.||oc sont

équivalentes.
d
(b) Soit P = Zaka € Eg,ona:
k=0
d d
vt e [=11], [P <Y lawllt® <Y Jak] < (d+ 1)||P-
k=0 k=0

Donc || Plle < (d + 1)[|P[[co-
Pour Py=14+ X+ ..+ X% ona||P|.=1et|Py]oc =d+1.Donc M =d + 1.

2. (a) Montrons le résultat par récurrence sur n € N. La propriété est vraie pour n = 0, supposons qu’elle est
vraie a I'ordre n. D’apres la relation de récurrence définissant la suite (7,),ecn, Ona:

deg Ty 1o = deg(XTp4+1) =1+ degTpy1 =n+ 1.
De plus, on a:
VO € [0, 7], Tpi2(0) =2cosOT,4+1(0) — Ty(cosh) = 2cosfcos(n+ 1)0 — cosnf = cos(n + 2)6.

On conclut donc par le principe de récurrence.
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(b) L'application 6 — cos 6 est une bijection de [—1, 1] dans [0, 27], donc on peut écrire :

|Tulloc = sup |T(t)] = sup |T(cosf)| = sup |cosnf|=1.
te[—1,1] tel0,m) 0e[0,n]

(To,T1, ..., Ty) est une famille de d + 1 polyndmes non nuls échelonnée en degré de E;, donc est une
d
base de E,4. Ainsi pour tout P € Ey, il existe un unique (ag, a1, ..., aq) € R tel que P = Z apTy.
k=0
(c) Pour tout (p,q) € N?,ona:

1/ (" ™
Ly = 3 </0 cos(p + q)6do —i—/o cos(p — q)@d@) ,

d’our:
) 1 [sin(p+q sin(p—q)]"
.Slp#q'lp’qZZ[ P+q ] [p(q) =0
0 0
.Sip:qzol-[pq:IOO—ﬂ'/
: T
esip=q#0, IPQ_E'

Ona P(cosf) Z ax Tk (cos @) Z ay, cos k6. Donc
k=0

™ d ™
/ P(cos0) cos pfd = Z ag / cos k6 cos pddf = apz.
0 - 0 2

2 ™
Ainsi a, = — / P(cos 0) cos pfdd, et ceci pour p € [1,d].
7T
P ’ d m
De méme, / P(cos6)do = Z ak/ cos k0dO = agm, d’otr:
0 - 0

—1/ P(cos0)dé
™ Jo

(d) D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

™ 2
/ P(cos @) cos pfdf
0

S/ PQ(COSH)dG/ cos? k@d@gw/ P?(cos 6)d6.
0 0 0

Or / P?(cos)df < sup |P%*(cosf)|m = 7| P||%. D’ow, pour tout k € [1,d],ona:
0 0€[0,x]

x| < V2|Pl|oo-

Pourk=0,ona:

1 v
lao| = ’W/ P(cos@)d@‘ < ||Pllso < V2[|P| oo
0

(e) Montrons I'inégalité en question par récurrence sur k € N.Ona: ||Tpll. = 1 < (1 +v2)% et | T} =
1< (1+V2)h
Supposons l'inégalité est vérifie pour tout entier i <k +1.Ona:
[Thtelle < 20X Thpalle + 75|
20Tt lle + 1Tkl
(1+\[)k+1 ( \/§)k
(1+V2)F(1+2(1+V2)
(1+V2)"*2,

IA
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d
(f) Soit P = Z a1}, un polyndme de E;. On a:
k=0

1Plle =

d
2 T
k= c
d
> Il

Z 2/|Pl|oo (1 + v2)*

k=
_( _|_\f)d+1
Ve Pl

((+ V2™ = 1) |IPllw

IN
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