DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°4
Correction

Exercice

1. On a par hypothése, g uniformément continue sur J, donc

Ve >0, Ja >0 tel que V(z,y) € J%, |z —y| <a=|g(z) —gly)| <¢

la suite (fy,)nen converge uniformément sur I vers f, donc pour «

dng € N telque Vn >ng, Vo el, |f(z)— fu(z)| <

On a alors, pour n > ng et tout z € I, [g o f(z) — g o fo(x)| < €. On obtient donc bien la convergence
uniforme de (g o f,)nen Vers go f sur 1.

n—00 n

1 k !
2. (a) C’estlasomme de Riemann associée a la fonction ¢ sur [0, 1]. Donc L = lim — » ¢ ( > = / (t)dt.
n 0

(b)

1.

ii.

iii.

la fonction ¢ étant continue sur le segment [0, 1] elle est bornée sur ce segment Soit M > 0 tel que

vt e [0,1], |p(t)] < M.

x <k> AM
ol =)< —
n’ \n n

k
Donc lim Ego <> = 0, donc il existe NV € N tel que pour tout n # N, on ait :

n—oo n n
To(F) <L
n 14 2"
D’otul le résultat demandé.

Par concavité de la fonction In on a toujours In(1 + t) < t. On pose h(t) = t* — t + In(1 + t). Cette

(142t
fonction est dérivable sur [—2, 2} et de dérivée h'(t) = (11;5) On en déduit que la fonction

1 11
est décroissante sur [—2, 2] et croissante sur [—2, 2} . Comme ~(0) = 0 on en déduit que h(t)

On a, pour tout = € [—A, 4],

est positive sur . D’ot1 les inégalités demandées.

11
272
Soit N ’entier défini a la question i. Pour n > N on a, pour z € [—A, 4],

n

> [ro(4) (120 (2))]

k=1

|un () — v (2)| <

A l'aide des questions précédentes on obtient :

n 2 2 A2M2
un() — v (@)] < @(k) < AT

n n n
k=1

2M2

Comme lim
n—00 n

que pour tout n > ng et tout x € [—A, A], |up(x) — vy ()| < e. La suite (u,, — vy)nen+ converge
donc bien uniformément vers la fonction nulle sur [- A, A].

=0, alors lim (uy,(z) —vy(x)) = 0, donc pour tout € > 0, il existe ny € N tel
n—oo
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iv. Pour toutz € [-A, Ajona:

|xL — up(z)] < A

1 & k
L—n;cp<n>‘.

n
Mais lim [L 1 Z ® (k) = 0. Donc (uy,) converge uniformément vers la fonction « — zL.
n—00 n Py n
Comme on a pour toutn € N, v, = u,, — (u, — vy,), on en déduit, d’apres la question précédente,
que la suite (v, )nen+ converge uniformément sur [—A, A] vers la fonction v : « +— z L.

3. la fonction z — €” est continue sur le compact [-A, A] donc uniformément continue sur ce segment, ceci
pour tout A > 0. Par une étude similaire a la précédente on peut montrer que la suite (v,) converge unifor-
mément vers v sur [0, 1]. La suite (v;,) est alors bornée pour la norme infinie et donc il existe un réel M’ > 0
tel que, pour tout z € [0, 1] et tout n € N, |v, ()| < M’. La fonction = — e” est alors uniformément continue

sur [—M, M]. On peut alors appliquer la premiere question et donc la suite (e""),, converge uniformément

vers z — €@ sur [0,1]. On en déduit, par le théoreme d’inversion limite intégrale que I,, converge vers

1 1
1
/ '@ dy = / e*Ldr = 7 (eX — 1) (a condition que L soit non nulle).
0 0

Probléme
I-Etude de la suite (7,,(f)nen
1. f étant continue sur [0, 1], donc elle est bornée : il existe M > 0 tel que V¢ € [0,1], | f(¢)| < M.D’our:

M
n+1

1 1
L(f)] < /0 £ £(1)]dt < M /0 frdt —

Ainsi, lim I,(f) = 0.
n—oo
2. (a) Soita €]0,1[,ona:

(0% [0
n/ t”f(t)dt‘ < nM/ t"dt < nMa™
0 0

«
Or lim na™™ =0, car ’est le terme général d’une série convergente. D’ott lim n / t" f(t)dt = 0.
n—00 n—+00 0

(b) Soit e > 0. Par continuité de f en 1, il existe a €]0, 1] tel que

et donc

D’autre part,
1 a 1
n / £ F()dt = n / £ F(#)dt + 1 / £ £ (1)
0 0 a

D’apres la question précédente, i existe ng € N tel que

n > ng =

n/oa t"f(t)dt‘ <

Do | ™

1
Dong, pour n > ng, [nl,(f)| = n/ t”f(t)dt‘ < e. Par conséquent lim nl,(f) = 0.
0

n—0o0

MP1 2/8 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

(c) Soite > 0. Par continuité de f en 1, il existe a €]0, 1] tel que

te 1] = [f(t) - ()] <

| ™

D’autre part, ona:

)

(n+1) /1 t"g(t)dt

(n + 1)/0a t"g(t)dt‘—i—

() [ e 15 = 50 dt\ <

1
(1) [ s f<1>] -
ot g(t) = £(t) — £(1).

1
Comme dans la question précédente, on montrer que lim (n + 1) / t"f(t)dt — f(1) = 0, et comme
n—oo 0

1 1
lim t" f(t)dt = 0, alors lim n/ t" f(t)dt = f(1).

n—oo 0 0
3. (a) Par une intégration par parties, on obtient :

1
In(f) = nInfl(f) - ;
D’ou )
I,(f) =nly(f) — ;(1 +n+nn—1)+..+nl).
! 1
avec Ip(f) = / e 'dt =1— -.Dou:
0 €
1 1
I,(f)=n! <1> ——(1+n+nn—-1)+..4+n!).
e e
b) 1 = Sl < 1 de la séri ! d Onad
(b) la somme R,, = Z o représente la reste de la série convergente Z 7 de somme e. On a donc
k=n+1 neN
= 1
Rn =€ — Z E

k=0
D’oti:
nn!R,, = enl,(f)

Ainsi, lim nn!R, = e lim nl,(f) = ef(1) = ee”! =1, et donc
n—oo n—oo

1
nn:

II-Etude de la série de terme général [1,,(f)?]
f()

n——+00 n2

L Ona lim [nI,(f)?] = f(1)* ce qui entraine [I,(f)?] . D’ou, par comparaison a une série de

Riemann, la convergence de la série Z L.(f)>

neN
d d
2. Posons P(x) = Z apz®, avec a; € R pour tout ¢ € [0, n]. Donc P(ew)eie = Z ape' 1 Drune part, on :
k=0 k=0
1 d 1
/ P(z)dz = Z ag / aFda
1 =0 -1
Zd: 1— (_1)k+1
= ap | ————
e
=0

MP1 3/8 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

D’autre part, ona:

™ . . d ™ .
—i/ P(e?)e?d) = —iZak/ e 03
0 0

k=0
d i (k+1)0
= iy Tyl
d k+1)m _
= —Zzak [M
d k+1
1—(-1
_ Z“k - (=)™
— kE+1

i

_ / P
1
1 s ) )
/ P(x)dz + z/ P(e?)e?dg = 0.
-1 0

1 1
3. Il est clair que / [P(z)]*dz < / [P(z)]? dz puisque [0,1] C [~1,1] et la fonction sous signe intégral est
0 -1

D’ou:

positive. D’autre part, on a:

219

I
Nc\

P P(e?)el ]da

[P( ") P(ei?)e”| de‘

0
< [ IPen)pas
0

" 0 —1i0
< /OP(e YP(e™*")dé

L'application 6 +— P(¢)P(e~") étant paire, donc/ P(e)P(e")dg = ;/ P(e)P(e%)df. D’out les
0 —m

inégalités demandées :

/1 [P(q:)}Q dx < /1 [p(x)]Q dr < 1 " P(eiG)P(e*i(’)de
0 —J =9 .

—T
n n
4. Soit (ag, a1, ..., a) une famille de nombres réels et P(x Z apz®. On a P(x)* = Z apa;z™ ! et donc
k=0 k=0 1=0

MP1 4/8 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

n

/1 P(x)* = i _ AR o
0 “k+1+1

k=0 I=
1 [T , , 1 S & T
/ P P(e)do = ZZakal/ e'F=qp
2 )n 2k:0 1=0 -
1 n n
= *Zzakaldkﬂﬂ'
k=0 =0
n
- ey
k=0

n n n
ogzzmgwgaﬁ.

k=0 1=0

1 1 ™ ) )
ot dy; est le symbole de Kronecker. L'inégalité 0 < / [P(x)]? da < 5 / P(e?)P(e"%)d s’écrit donc :
0

—T

1
5. L'application (u,v) — / u(t)v(t)dt définie un produit scalaire sur C. L'inégalité de Cauchy-Schwarz ap-

2 1 1
2 2
gAfmmAgww

pliquée aux fonctions f et g s’écrit :

1
Aﬂmww

et donc, pour toutn €y, 0ona:

1. n 2 1 1
k 2 2
/ > L(f)tFf(t)dt g/o £(t) dt/o g2 (t)dt

0 k=0

n 2 1 1
2 2 2
> ) SAf@&Ag@&
et
1 ) 1 n 2 n ,
/09 (t)dté/o LZ_OIk(f)] kaz_ofk(f),
D’oul

0< . L(f)* <~ Wf(t)th.
yurres|

Par passage a la limite, quand n tend vers 400, on obtient :

()< [ prd
R

ITI- Etude de la série de terme général (—1)"In(f)

1. Il s’agit d’une série alternée, et comme la suite (I,,(f))nen est décroissante et tend vers 0, alors la série

Z(—l)"[n( f) converge d’apres le critere spécial des séries alternées.
neN
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2. Pourtoutn € N,ona:

SO S g + (- 0

141¢ prt 141
et donc . )
t
Svtng = [ £ g,
k=0 0
ou Lot
" t
o 1+t
t
La fonction ¢t — 1f(—|—)t étant continues sur [0, 1], donc elle bornée. D’ou :
! N
|R,| < N/ At = ——
0 n —+ 1
avec N = sup ‘if(t” Donc li_}m R, = 0. Ce qui montre que la série de terme général (—1)" 1, (f) converge
t€[0,1] n—oo
et que
o0 1
ft)
—"L(f) = [ e
S0 = [

n=0 0
3. Si f(t) =1, ontrouve:

4. Si f(t) = V't, on trouve

et

1
2
I, = t"Vtdt =
avec I,,(f) /0 Vit T3

Lvidt 2/1 vz, () /1 da
0 1+t - 0 1+x2_ 0 1—1—1}2

o0
2(—1)"
Ainsi, D", (1
2n + 3
n=0

s
- Z ou encore

on+1 4°

n=0
IV-Etude de la série de terme général /,,(f)

1. (a) Pourtoutn € Nettoutt € [0,1], ona:
[t"g(t)] < |g(t)]

donc la fonction ¢ +— t" g(t) est absolument intégrable sur [0, 1].
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(b) Soit € > 0. Par définition, Vn € N,

T

In(g) = lim [ t"g(t)dt,

1
donc lim1 t" f(t)dt = 0. Dong, il existe v €]0, 1] tel que
z—

xT

1
/ t"g(t)dt‘ <
0

| ™

(c) Soit e > 0 et o comme dans la question précédente, on a:

a 1 a
In(g)—/o t”g(t)dt+/ t"g(t)dt§/0 t”g(t)dt+§

g étant continue sur [0, «], donc elle est bornée sur cet intervalle, d’ou :

e o an+1
/ t”g(t)dt\s sup lg(0)] [ °de = sup [g(0)
0 t€[0,0] 0 te0,a] n+1

Donc lim t"g(t)dt = 0 et donc il existe ng € N tel que

o
/ t”g(t)dt' < g Ainsi, pour tout n > nyg,
0

[In(9)] <&
Donc ILm I,(g)=0.
2. Pourtoutn € Nettoutt € [0,1[,ona:

n 1
S = [ 1Y g,

Pt o 1—t
ou
o /1 HLE ()
n — — - .
o 1-—t
t
Posons g(t) = M, on a g est absolument intégarble sur [0, 1[, donc lim R, = — lim I,41(g9) = 0, ce qui
1—t¢ n—00 n—00

montre que la série de terme général I,,(f) converge et que

= Y ai0)
nz:%fn(f)— A 1—_tdt.

3. Supposons que la série a termes positifs Z I,(f) est convergente, donc il existe M > 0 tel que, pour tout

neN
neN,ona:

0< anfn(f) < M.
k=0

Posons g, (t) = Z t* f(t). Pour tout = €]0, 1], on a :
k=0

x 1
/0 gn(t)dt S/O gn(t)dt < M.
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. . . t .
La suite de fonctions (g, )nen converge uniformément vers ¢t — 1f() sur [0, z] (z fixé ). En effet, pur tout

t€[0,z],ona:

t”“f(t)’
11—t |~ te[o 2]

f(t

1-t¢

gn(t) — /) ‘ =

1-t

‘ / t"Tldt = sup
tel0,z]

Le dernier terme tend vers 0 indépendamment de ¢, donc on peut intervertir les deux symboles limite et

intégral :
lim gn(t)dt:/ lim g, (t dt_/ /)

Mais, pour tout n € N et tout z €]0,1[, ona:

x 1
/0 gn(t)dt < /0 gn(t)dt < M.

vz € [0,1], /Omif(_t)tdth

n+2

Donc

L,

Comme z — / /(1) dt est croissante et majorée sur [0, 1[, alors hm / /() dt existe, donc -
0 1—

converge. Ainsi,
1 T
S dt = lim S dt
g 1—t a—=1 Jo 1—1t

xT

= lim lim g, (t)dt

rz—1 g N0
T

= lim lim [ g,(t)dt

z—1n—o0 [q
o0 T
— : : k
= i 3 [ Ao
k=0
o0 T
_ : k
= ;ﬂkzo/o tFF(e)dt

Posons uy(z) = / t*f(t)dt,on a:
0
V€ [0,1], 0 <wug(z) < uk(l)

et la série g ug(1) converge. Donc la série g uj, converge uniformément sur [0, 1], donc, comme les uy,
keN keN

sont continues sur [0, 1], alors z — E up, () est continue, en particulier, on a :

n=

3= ()= 3y o) = 30

Dot :

SN AL
nz:;)[n(f)_ 1_t'

0

MP1 8/8 Prof: Mohamed TARQI



