DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

1. (a)

(b)

(©)

Devoir surveillé n°5
Correction

Probléme I

La probabilité pap, (ABn+1) est la probabilité, sachant que A et B sont face a face, que A et B ratent

. 2 2
leurs cibles, et par indépendance des résultats des tirs, c’est - x = = —.

La probabilité pap, (An+1) est la probabilité, sachant que A et B sont face a face, que A réussisse son

\]

tir et que B rate le sien. Par indépendance des résultats des tirs, c’est 3%3 %
1

De méme, on a pap, (Bnt1) = g

Enfin, la probabilité pap, (@n+1) est la probabilité, sachant que A et B sont face a face, que A et B

. . L ) o 1 2
réussissent leurs tirs, et par indépendance des résultats des tirs, c’est 3%3%

Comme (AB,, Ay, By, @) forme un systeme complet d’événements, la formule des probabilités to-
tales montre que la probabilité p(AB,,1) est égale a :

PAB, (AByn1)p(ABy) + pa, (ABni1)p(An) + pB, (ABn11)p(Bn) + po, (ABn+1)p(Dn)
Comme p(ABp+1) = pa, (ABn+t1) = pB, (ABnt1) = po, (ABp+1) = 0, il reste donc :
2
p(ABnJrl) = PAB, (ABnJrl)p(ABn) = §p(ABn)
En raisonnant de méme, et en n’écrivant que les termes non nuls, on obtient :

P(Any1) = paB,(Any1)p(ABy) + pa, (Ans1)p(An) + 0B, (Ant1)p(Br) + po, (Ant1)p(Dn)
- gmen) T p(Ay).

P(Bny1) = paB,(Bn1)p(ABy) + pa, (Buy1)p(An) + pB, (Bnt1)p(Bn) + pa, (Brs1)p(Dn)
= Sp(AB,) +p(By)

P(Dnt1) = PABL(Dnt1)P(ABr) + pa, (Fns1)p(An) + 0B, (Dns1)p(Bn) + po, (Fni1)p(Dn)
= 2p(AB,) +p(20)

Ces relations se traduisent matriciellement comme suit :

2 4 1 2
9 9 9 9
By =E, 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Et par récurrence facile, on a donc E,, = EgM" = (1,0,0,0)M"™ ou M =

S O OOl N
O O RO
O = OOl
= e NN V]
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2. (a)

(b)

()

2
La matrice M étant triangulaire, on lit sur sa diagonale ses valeurs propres : 9’ 1,1, 1.

2
Le sous-espace propre associé a 9 est clairement la droite Vect(e1) ott e; = (1,0,0,0).
Le sous-espace propre associé a 1 est I’hyperplan d’équation 7z, — 4z — 3 — 224 = 0.
Il est de dimension 3 en tant qu'hyperplan de R2.
On considere 3 réelsx, y, z et la matrice P définie par :

S O o
S O N8
SO N o
N O O N

: oy 2
Le premier vecteur-colonne de P est vecteur propre associé a 9

Les vecteurs-colonnes suivants ils sont associés a 1 s’ils vérifient
Tx1 —4xe — x3_2x4 = 0.

Clestlecassiz =4,y=1,2z=2.
La matrice P obtenue est inversible puisqu’elle est la matrice de passage de la base (e, ez, €3, e4), la
base canonique de R, a la base de vecteurs propres. On observe que :

Pei = e1,Pey =4eq + Teo, Pes = e1 + Tes, Pey = 2e1 + Tey.

Il en résulte que :
Teq = Peg — 4Peq,7e3 = Peg — Pey,7eq = Pey — 2Pe;.

Puis en multipliant par P -1,
P lel = el, TP ey = ey — 4eq, TP les =e5 — el, TP ey = eq4 — 2e.

La matrice inverse de P en résulte aussitot :

7 —4 -1 -2

1o 1 0 o0
-1 _ =

P 710 0 1 0

0 0 0 1

Ainsi, P~' M P est la matrice de I'endomorphisme canoniquement associé a M dans la base de vecteurs
propres précédente, et c’est donc la matrice suivante :

2
- 0 0 0
9
D=p'Mp=| 0 100
0 01 o0
0 0 0 1
Par définition de la convergence d'une suite de matrices dans.#4(R), on a:
0 0 0 O
0700
. n
Aam DE=10 0 7 0
0 00 7

Et par continuité des opérations matricielles, on a :

41 2

0o =~ - =2

777

lim M" = lim (PD"P~! = P < lim D”) pi_fo1 0 0
nt+0o0 n—o0 n—o0

00 1 0

00 0 1
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(b) Comme E,, = (1,0,0,0)M",ona lim F, =(1,0,0,0) lim M" = ( Donc A et B remportent
n—oo n—oo

0 —
A" T 7) 5
le combat avec les probabilités - et -, tous deux étant éliminés avec la probabilité -
4. (a) Onaclairement p(T' = 1) = p(A; U B; U@1), et ces trois événements étant deux a deux incompatibles,
il vient
4 1 2 7
p(T'=1) = p(A1) + p(B1) + p(21) = 3tsto ™o

(b) Pour tout entier naturel n,ona AB1NAByN...NAB,, = (T >n) car:
o sil’événement AB; N ABy N ...N AB, alieu, le combat n’est pas fini a la n-iéme épreuve.
e si le combat n’est pas fini a la n-ieme épreuve, A et B sont encore en présence a ce moment et
I'événement AB1 N ABy N ... N AB,, est bien réalisé.
Il en résulte qu'on a:

p(T >n)=p(ABi1NAByN...NABy,) = p(AB1)paB, (AB2)...pAB,NAByN..NAB,,_, (ABy)

2 n
Il en résulte que p(T > n) = (9) etcomme (T'>n—1)=(T'=n)U(T >n),ona:

wr=m=pir>n-n-wr>n- (3 - () =3 (3)

. . 2
On reconnait une loi géométrique de parametre g
(c) Un simple calcul faisant intervenir la série géométrique conduit a :

[e] e8] n
7 2 7 1
o33 (6) “aicy

n=1

De méme, un calcul calcul faisant intervenir la série-dérivée de la série géométrique donne :

s 7 — 2\" 7 1 9

= T = = — — = - = —.

Sowtr=0 =530 (5) =555 7
Probléme II

1 Calcul d’'une somme et d'une intégrale

1. (a) Soit n un élément de N* et = un élément de [0, 7].

1+ 2 Ch( —1+22coslm —1+Z ey = Zn: zn: e i,
k=1

n _
Or 1= ¢ et Z e T — Z e** Donc
k=1 n

n
1+2C _ z(]:r+ zkr+ ikx __ ikx.
SR

n
(b) Soient n un élément de N* et z un élément de C différent de 1 et de 0. Z 2* est la somme de 2n + 1
—n

termes consécutifs d"une suite géométrique de raison z le premier étant 2™ ". Ainsi :

1— 22n+1

ZZ—Z B
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(c) Soit n un élément de N* et 2 un élément de ]0, 71]. €' est un élément de C différent de 1 et 0 donc :

120, (1) = En:eikx _ Z”: (eiz)k _ () 1 —1(iixe);n+1 _ e 1 —lei(Zzizl)x
eim z%: e—i%x _ it
'3 e 'z — 'z
_ sin(2la)
sin (%)
En divisant par 2 il vient :
1 sm | (n+ %) x)
2 +Cnlw) = 2 sin (%)

2. Soit n un élément de N*. Posons :

Va €]0, 7], folz) = o ((TL ’ %>$> )

1
fn coincide sur |0, 7] avec 3 +C,(x) qui est continue sur [0, 7. f;, est donc continue sur |0, 7] et prolongeable
par continuité en 0. Ceci suffit pour obtenir la convergence de

T, = /0 "t

De plus J,, = /07r fu(t)dt = /07r (% + Cn(t))dt - ;/OW dt + Z/OTr cos(kt)dt = g n [Sin](ft)r - g
k=
" sin ((n+ 1)0) 1
2sin (£)

. . X AN .
3. Les fonctions = +— cos(az) — 1 et z +— sin 5 sont de classe " sur R. De plus cette derniére fonction ne

Pour tout élément n de N*, J,, = / dt existe et vaut g
0

s’annule pas sur |0, 7. Ainsi ¢ est de classe ¢ sur |0, 7].

eOna: ,
cos(ax) — 1 1 — cos(ax) (a;:) 9
- = = — " T ~ - = —a x.
sin § sin § 0 5
. cos(ax) —1 L .
Alors lim — =0 = ¢(0). Ainsi ¢ est continue en 0.

z—0 sm 5
¢ est donc continue sur [0, 7] et de classe €' sur 0, 7).
e Pour montrer que ¢ est de classe ¢, il suffit de prouver que la restriction de ¢’ a |0, 7] admet une limite
finie en 0 ( théoréme du prolongement de la dérivée ). On a:

1 1
vz €]0,7], ¢'(z) = @ [—a sin(ax) sing b (cos(ax) — 1) cos ;]
En utilisant des développements limités, on peut montrer que liH[l) ¢'(r) = —a®. Ceci montre que ¢ est de
T—
classe €' sur [0, 7] et que ¢/ (0) = —a>.

4. Soit n un élément de N*. Une intégration par parties simple donne :

I, = /0“ p(t) sin((n+%)t)dt= [ap(t)(— COS((”W)]“ —/Oww’(t) (- COS((”W)dt,
0

n—i—% n+%
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1
Notons que ¢(0) = 0 et que cos ((n + §)W) = 0. On obtient alors :

Donc

Par encadrement il vient sans difficulté

1 T, ) 1
I, = R /0 ©'(t) cos ((n+ §)t>dt.
! iy 1
|In|_n+% /0 ©'(t) cos ((n—|—2) ’ (t)|de.
lim I, = 0.
n—oo

2 Calcul de 1a somme d’une série

1. Soit n un élément de N*.

;/0 cos(at) cos(k:t)dt:/0 cos(at) ;cos(kt)dt:/o cos(at)Cy,(t)dt

n
D
k=1

Ainsi :

2. Ona lim

n—o0

/07r cos(at) ( - % + Cy(t) + %)dt =—= /07T cos(at)dt + /07r cos(at) (Cn(t) + %)dt
—% [Smiat)h + /07r (cos(at) — 1) (Cn(t) + %)dt-ﬁ- /07r (Cn(t) +%

_sin(ma) N /07T (cos(at) — 1) sin ((”+ %)t)

2sin £ dt+

2a 5

sin(ra) 1

1
(5 In) =0 (d’apres1.4.) et Vn € N*, J,, = g (d’apres 1.2.). Ainsi :

T . 1
> +2/0 o(t) sm((n+2>t>dt+Jn.

_ sin(m ) 1
Vn € N*, + - I, + Jp.
n e Zu 7 +

lim Zuk——sm )—f—z.

Par conséquent la série de terme général u,, converge et :

Zun _ [ sm(aa).

3. Soit n un élément de N*.On a:

Un

/O7T cos(at) cos(nt)dt = % /7r (cos(at + nt) + cos(at — nt))dt

]0  sin(am — mr)) |
1

Sln(at —nt)

[sm(at + nt) (sm am + nm)

1
2 a+n a—n n—+a n—a
- ! (—1)" sin(7ma) L
2 m n+a n-—a
1 -2
= 5 (-1)" sin(ra) n(2 _aa;-
Finalement : .
1) 1gsi
Wne N, u, = (—1) i a81;1(7ra)
n®—a
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2 2a

2—CL2 2

- 2 2
n n®—a
n=1 n=1

m  sin(wa > = (=1 Lasin(ra sin(ra) w= 2(—=1)""1q
( )—Zlun—Z( ) (ra) _ sinfra) $5 210

En divisant par qui nest pas nul, car a est un réel de l'intervalle ]0, 1], il vient :

sin(ma)
2

T 1 i 2(-1)""la
sin(ma) a v n?—a? ’

Ainsi :

o0

2(-1)""1a m 1

Vn € N¥, E = - =
n Z 2 — a2

3 Calcul d’une intégrale

1
1. La fonction ¢t — f(t) = est définie et continue sur [0, +oco[ et vérifie f(t) fodliret Comme « est
o0

1+ te
+o0 dt 00
strictement supérieur a 1, / o existe et / f(t)dt également. Finalement : / e
1 1

2. (a) Soit ¢ un élément de [0, 1] et soit n un élément de N. Remarquons que —t“ est différent de 1, donc on
peut écrire :

oo
existe.

S (ke (oaypt B S ey gyt 87012 T
rart Lo & 1+t 1— (—t%) T+t 1+t
t(n+1)e
(b) Soit n un élément de N. Pour toutt € [0,1],ona: 0 < T < ¢t
D :
one 1 4(n+1)a 1
0< / dt < / AR [ —
0 1+t 0 (n+1la+1
D’ou:
1 t(n+1)a
lim dt = 0.

n—too Jo 1 4t¢
(c) Enintégrant 1’égalité de question 2. a. on obtient :

n

1 dt 1 1 t(n+1)a
/0 1+t > (1) /0 +(=1) o 1+ todt

0

n (_1)k T /1 t(n—i—l)a
= -H" dt.
+(=1) o 1+to

1t(n+1)a
Comme lim (—1)”+1/ ———dt | =0. Alors
0

n—+00 I+t
Nk 1 1 4(n+1)a 1
1 dt t dt
lim (=) = lim / — (="t / dr )= / =l
n——+oo 0 ka+1 n——4o0o 0 14t 0 1+t 0 1+
(—1* Pl
Donc la série de terme général o converge et G(a) = RZ% noa+1
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+oo
3. (a) Dans l'intégrale /
1

effectuons le changement de variable u = '~

14 t>
_1 1 g _a
(t=utoetdt = uT-a" du = uT-adu).
- 11—«
Alors
/+°° du /0 1 1 o 1 /0 du 1 /1 du
= o Uul—«o du = = = o
1 14t 1 14+yi—a 11—« l-a); y1a4+1 a—1Jy ya—1 41
D’oti: )
«@
H(a) = ( )
(@) a—1 ¢ a—1
Ainsi : - -
1 1 1)k 1)kt
H(a) = G(—2-) = (=) :Z( )
a—1 a—1 a—1 k=25 +1 ka—1
k=0 "« k=1
(b) On sait que F(a) = G(a) + H(a), d’ott
o o0 o0
(=" (-t a1 1
Fla) = —1 —1)" ( - ) .
(@) Zna—kl—i_zna—l +Z (=1) ne—1 na+l1
n=0 n=1 n=1
Il vient alors sans difficulté
— 2(—1)"!
F =1
() + ; n2a? —1
4. Comme « appartient a |1, +oo[ alors — appartient a ]0, 1. Alors la question 4 de la partie II, donne
1
— n? é sin T
En divisant par a on obtient :
n20?2 -1 sinZ
1 «
Alors -
2(_1)7171 us
F =1 =2
(@) + Z n2a2 -1 sinZ
1 [e%
Finalement :
400 dt us
F(a):/ T = g
0 + sin
4 Application
1. (a) Enposantt =mx, ona
400 dx \F o0
/0 (x+ 1)z / (t+m) \f

La fonction t —

v
(t+m)Vt

étant décroissante sur Rj, on a, pour tout entier naturel n 1'inégalité

1
(n+m+1)\/m§ n (E+m)ViE

MP1
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(b)

et, en sommant (ce qui est légitime, tout converge...),

o0

1 o
;(n+m+1)\/n+1 = 1 E+m)VE

ce qui donne bien l'inégalité voulue. Comme

/°° / 2udu 2/00 du 5
_suaun A o
0 (x+1f (u?2+1)u 0o 1l4+u? ’

on a prouvé, pour tout m € N*, I'inégalité

a;b; > : > :
Pour tout n € N¥, posons S,, = Z Z;;, lall2 = (Z a%) et||bll2 = (Z bi)

1<i,5<n n=0 n=0
Pour toutn € N*,ona:

[SIE
=

\/az \%b \/>az \[a]
5= Y ganvves <\ 2 Gaen ) \ 2 Viied

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ensuite,

N

n

Sn< | 2 Z\f Tk Z(ZZ\/H >62 < wlal 30113

=1
d’aprés la question 1. En posant, pour tout entier naturel n non nul, J,, = [1,7]?, on vient de montrer

que
a;b;
Sa= > —L <nlla|3|pl5.
- 1+
(1,5)€Jn

Comme les .J,, forment une suite croissante de parties finies de (N*)? dont la réunion est (N*)?, cela

a;b;
prouve la sommabilité de la famille ( — > et le fait que sa somme, qui est sup 5, est infé-
v+ 73/ (ij)en+? neN~

rieure ou égale 7||al|3||b||3, ce qu'il fallait prouver.

En posant ¢ = mx, on a
o dr 1 [T dt
/ T — mr / 1
0 (z+1zxr 0 (t+m)tr

La fonction t - ————— étant décroissante sur R}, on a, pour tout entier naturel n 1'inégalité
(t +m)tr

1 mHL o dt
I
(n+m+1)(n+1)r no (t+m)tr
et, en sommant (ce qui est légitime, tout converge...),

e}

1 *dt
TS| T
=0 (n+m+1)(n+1)r 0 (t+m)tr

ce qui donne bien I'inégalité voulue.

G v 1 /00 dt /+°° dz
ST
—t n+m) 0 (t+m)tr 0 (x4 1zr
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(b)

()

Ona:

tooo gt Lae too gt
— 1 = — 1t — 1
0 (14t)tr 0 (1+1t)tr 1 (14t)tr

booat oo dt
- Tt 1 1+1
0 (14t)te 1L (st

t

Comme dans la question 2. de la partie III, on a :

1 1 1 4(n+1)—1
/1 dt = Z(—l)k/ tk_zlvdt+(—1)”+1/ £ rdt
0 tr(1+1) 0 o 1+t

k=0
o (DR + (—1)"H /1 D=5 g
- .11 - 11
k-5 +1 0 1+t
t(n+1) 1 L1 1
Or |(—1)"*! / — 1 < / " = ————, le terme majorant tend vers 0 quand n tend vers
0 1 + t 0 n + 2 - 5
+oo. D’otr:

De la méme fagon, on obtient :

o gy n . 400 g (n1)-1-3
Lot (14 ) 0 0 1 1+ 7
n —1_9
—1)k Lyg=n
_ ( )1 +(—1)nt / i
— k- > o L1+7
n+1 oo tin7%72 oo —n—1_-9 1 .
Or |(—1) ———dt| < t = T le terme majorant tend vers 0 quand n
1 1+ 1 n+o -

tend vers +oo. D’otr :

Ainsi, on obtient :

+00
/o tr (1+1) Z

nlp

d’apres le résultat de la partie III.

Pour tout n € N*¥, posons S,, = Z

a;b; > z > z
i, = (zaz) et o, = (sz)
1<ig<n 7 n=0 n=0

Pour toutn € N*,on a:

=

Sl
Q=

Via 2/jb; Vb
Sn == B} 5 >
Z nivVi+ g qﬂ«/z’+j< Z <‘f Z Vili+ )

1<i,5<n 1<4,5<n 1<i,5<n

par l'inégalité de Holder. Ensuite,

D=
Q|

= lallpllolg-

~

o = ; ;VHJ) K (;%(Hj))b]

J=1
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d’apres la question 1. En posant, pour tout entier naturel n non nul, J,, = [1,n]?, on vient de montrer

que
a;b; T

S = Z 2V <
" i+7j ~ sin

T
(i,)€Jn p

lall3l1l]3-

Comme les J,, forment une suite croissante de parties finies de (N*)? dont la réunion est (N*)?, cela

1+ neN*

Sizﬂ HaHgHng' ce qu’il fallait prouver.
P

e s . a;b; . . e
prouve la sommabilité de la famille <”> et le fait que sa somme, qui est sup 5, est infé-
(1,5)EN*2

rieure ou égale

MP1

10 /10 Prof: Mohamed TARQI



