DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°1
Correction

Exercice I

. Soitx € Z.

Siz € Aetx ¢ B,ona xaup(r) + xans(®) — xa(z) —xp(r) =1—-0—-1—-0=0.Demémesiz ¢ Aet
z € B, alors xaup(7) + xanp(7) — xa(z) — xB(x) = 0.

Size ANB,ona xaup(z) + xanB(z) — xa(zr) —xp(r) =1+1-1-1=0.

Siz ¢ Aetx ¢ B,ona xaus(z)+ xans(z) — xa(z) — xp(z) =0+0—-0—-0=0.

Dot :

XAuB + XAnB — XA — XB = 0.

. Soitz € Z.

Siz € nZ, alors pour tout k € Z, x + kn € nZ et donc xnz(x + kn) =1 = xpz(z).
Siz ¢ nZ, alors pour tout k € Z, x + kn ¢ nZ et donc xnz(x + kn) = 0 = xnz(z). D'olt:

Vo € ZetVk € Z, xnz(z + kn) = xnz(x).

Donc x,,z est n-périodique.
Supposons qu'il existe m € N* tel que m < n et x,z soit m-périodique. Comme 0 € nZ, alors x,z(m) =
Xnz(0 +m) = 1, et donc m € nZ ce qui contredit la définition de n. Donc n est la période de l'application

XnZ-
. D’apres la question 1., on a:

XC = XA+ XB — XAnB-

Siz e Aetx ¢ B,ona xc(x + ab) = xa(xz + ab) + xp(z + ab) — xanp(z +ab) =140 -0 = xc(z).
Demémesiz ¢ Aetx € B, alors xo(z+ab) = xa(z+ab)+ xp(x+ab) — xanp(z+ab) =0+1—-0 = xc(z).
Siz € AN B,ona xc(x+ ab) = xa(x + ab) + xp(x + ab) — xanB(z +ab) =14+1 -1 = xc(x).

Sixz ¢ Aetx ¢ B,ona xc(x+ ab) = xa(z + ab) + xp(x + ab) — xanp(z +ab) =0+ 0 — 0 = x¢(x). Donc
Xc est ab-périodique.

. La période de 4Z U 6Z est 12; c’est le ppcm de 4 et 6.

. D’apres la question 1., on a xz + xo — Xz\a4 — X4 = 0, d’ot

Xzaa =1 — xa.

Donc si A est périodique, il est de méme de Z \ A et ils ont la méme période.
n

. En utilisant la question 3. on peut montrer par récurrence sur n que U piZ est périodique et que pip2...py
est une période. =

. D’apres la question 5., Z \ S est périodique et que p;ps...p, est une période. Sim € Z \ S, alors il existe des
entiers 1,72, ...,y tels que m = £p|'py?...pi» ( décomposition d'un entiers en facteurs premiers ). Si I'un
des r; est non nul m serait un élément de S ce qui absurde, donc m = 1. L'autre inclusion est évidente.

. Puisque Z \ S = {—1, 1} n’est pas périodique, I'hypothese : "I'ensemble des nombres premiers est fini" est
fausse.

Exercice 11

. Ona0 € Q(V3),deplus (a + bV3) — (ag + boV3) = (a — ag) + (b —bo)V3 et (a + bV3) x (ag + byV3) =
(aap + 3bby) + (aby + bag)V'3, donc Q(V/3) est stable pour ’addition et pour la multiplication, comme il
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contient aussi 1 ¢’est un sous-anneau de (R, +, .). Pour que ce soit un corps, il suffit de trouver un inverse
pour a + bv/3 # 0, et C’est

b
. V3

a2 —3p2 a2 —3p2" "

ol le dénominateur est un nombre rationnel non nul (par l'irrationalité de V3).
2. (@) Ona f(0)=0et f(1)=1.
Pour toutn € N, f(n) = f(1+1+4+..+1) =nf(l) =n,deplussin € Z, —n € Netdonc f(—n) =
f(0—=n)=f(0)— f(n) =—n,douVn € Z, f(n) =n.
1

On a donc pour tous p et ¢ entiers, g # 0, f <p> =pf <> = B, donc f coincide avec l'identité sur Q.
q q q

(b) /3 vérifie (v/3)> —3 = 0, donc f étant un automorphisme de corps (f(v/3))? — f(3) = 0, mais f(3) = 3,
donc f(v3) = V3 ou —V/3 : il y a donc au plus 2 possibilité pour f :
e soit f(v/3) = V3 et f est 'application identique, qui est bien un automorphisme de Q(v/3),
e soit f(v/3) = —V/3, C’est-a-dire pour tout a et b dans Q on a f(a + bv/3) = a — bV/3, dont on peut
vérifier que c’est bien un automorphisme de Q(v/3).
3. Supposons qu'il existe un automorphisme de corps f de Q(v/3) dans Q(v/5), donc on peut vérifier comme
précédemment que Vr € Q, f(r) = r. D’autre part, il existe a,b € Q tels que f(v3) = a + bV/5, mais
f(3) = f(V3)f(V3) = (a + bV5)? = a* + 5b* + 2abV/5, donc

a’>+ 50 =3
2ab = 0.

D’ot,
3
esia=0,alors 5b> = 3 etdonc b = i\/;¢ Q,

e sib=0,alors a? :3etdonca:i\/§¢(@.
Donc il n’existe aucun automorphisme de corps de Q(v/3) dans Q(V/5).

Probléeme
Généralités

1. Il est clair que Stabg/(z) est non vide, car il contient I'élément neutre e, de plus il y a stabilité par la multi-
plication et par le passage a l'inverse. Donc Stab () est un sous-groupe de G.

2. D’apres (1) Z est symétrique, de plus si y = g.z, alors g ry=91(g9.9) = (gt xg)x = ex = x,donc #
est symétrique, enfin si y = g.z et z = h.y, alors z = h.(g.x) = (h * g).z, donc la relation % est transitive.
D’ot1 #Z est une relation d’équivalence sur E.

3. Sil'action est transitive, alors Vy € E, il existe g € G tel que y = g.x et donc y € Orbg(z), doncil y a un
seul orbite qu’est £.

4. Soient z et y deux éléments de F tels que v,(z) = 74(y), donc en multipliant par I'inverse de g et en utilisant
aussi (1), on obtient = = y. Donc I'application v, est injective.

Siye E,onay = g.(g"Ly), donc (g~ '.y) est un antécédent de y par ,. D’ot1 la surjectivité de v,.

5. Pour tout (g, 1) dans G* et tout z € F,ona:

I(g*h)(z) = (¢ % h).x = g.(h.x) = T(g)(Tn(z)) = T'g o T ().
D’ou
[(g*h) =T(g) o Tp.
D’ot1 le résultat.
6. Soit g € ker(I'), alors pour tout z € E, I'(9)(x) = g.x = Idg(z) = z, donc g € Stabg(x) et ceci pour tout

x € E,doncker(T") C ﬂ Stabg ().
el
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Inversement, si g € ﬂ Stabg(z), alors Vo € E, g.x = x ou encore I'(g) = Idg, donc g € ker(I'). D’o

zeE
I'égalité :
ker(I') = () Stabg(x).
zeE
Exemples

1. Pour tout (g,h, k) € G3,exg = get (g*h)*k = g (h*k), donc I'application (g, h) ~ g * h définit une
action de G sur G.
De plus V(g,h) € G*, onag = g* (h™' xh) = (g h™!) % h, donc l'action est transitive. Maintenant si
I'(9) = Idg, alors ceci entraine, pour tout h € G, gxh = h,donc g = h * Ll = ¢, ce qui montre que
Iapplication I' est injectif et donc I’action est fidele.

2. Notons ¢ cette application, on a :
oYM € M, (R), p(I,, M) = I, M, = M
« VP,Q € GLy(R), VM € #,(R), o(Q,o(P,M)) = Qp(P,M)Q = QPM'P'Q = (QP)M(QP) =
P(QP, M).
Donc il s’agit bien d"une opération.
e I; et —I ils ont le méme effet sur tout M € .#,(R), donc I’action n’est pas fidele.

3. (a) Lapplication det est un morphisme de groupes de (GL,,(R), .) dans (R*, x), donc SLy(R) = det* ({1})

est un sous-groupe de GL(R).

a b

(b) Si M = < e d ) € SLy(R) et z € H, on pose M z = ez +b

crd

az+b  (az+0b)(cz+d  aclz?|+bd+ (a+ c)x + iy

cz+d ez +d?| lcz +dJ?
b I
En particulier, on a Im il m(z) est strictement positif, donc H est stable par ’action.
cz+d lez + dJ?
o s — 1 0 Z_Z+0_Z
“7\o 1) 041
esidhi=( @ ) = (92 %) cSLy(R) etz e H, alors
C1 dl (&) d2
a1 Msz + by B ai 32222123 + by
coMpz + dy 22 +d
(@162 4 bica)z + (arby + bida)
(crag + dica)z + (c1b2 + dida)
et

MM — ar b as by _ [ aaz + bica aibs + bids
12 cr di )7\ 2 do craz +dica  c1by + dids
ce qui permet de conclure.
(c) Soitz =z +iyc Het M = < ), ona Mz =iy = ilm(z), donc iIm(z) € Orbg,r)(2).

(d) Ona, puisquey > 0,

vy 0
0 L i =1y,
Yy

donc iy € Orbgy, ) (7)-
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(e) e Pour montrer que l'action de SLy(R) est transitive sur H, il suffit de montrer que I'on peut envoyer i
sur n'importe quel point z = z + iy de H, ce qui suit de la formule

T
Vi =\ i =
Y1 +
\{gj 1= f\/@ =z +1iy =z
0 ﬁ Vi
e [5 et —1I ils ont le méme effet sur tout z € H, donc I'action n’est pas fidele.

(f) Si M = ( Z Z ) vérifie Mi = i, alors ai + b = i(ci + d) et donc ¢ = —b et a = d. Comme de plus

ad = be = 1, on a a® + b*> = 1, et M est la matrice d’une rotation. Donc le stabilisateur de i est le
sous-groupe des rotations SOz (R) de SL2(RR).
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