DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°3
Correction

Exercice I

1. Posons B = 8A. Le polyndme caractéristique de B s’écrit :
xp=X?—tr(B)X +det(B) = X* —2X —3 = (X +1)(X — 3).

Ce polynome est scindé a racines simples dans R, donc B est diagonalisable, il est de meme de la
matrice A. En particulier A est semblable a une matrice diagonale.

On peut remarquer que A est une matrice symétrique a coefficients réels, donc elle est diagonali-
sable sur R.

Les éléments propres de la matrice B : On a Sp(B) = {—1,3}. Le sous-espace propre associé a la
valeur propre —1 est caratérisé par le systeme :

{ (14 2cos(2a))x + 2sin(2a)y = —x
(2sin(2a))z + (1 — 2cos(2a)) = —y

ou encore cos(a)x + sin(a)y = 0. D’out

El(B):Vect< sin(a) )

— cos(a)

Pour la valeur propre 3, on trouve

cos(a
E3(B) = Vect ( sin((a)) ) :
g — A"
2. Par définition, exp(A) = E —.

n!
n=0

—1\"
Ona A" = (%) Br—p ( 8 ) P! avec P — ( sin(a)  cos(a) ) |

—cos(a) sin(«)

Par conséquent,

ewta) = p(5 B )= (R el ) (0 ) () ) w
Y

! cos(a) sin(a) + € sin(a) cos(fa) et cos?(a) + e*sin®(a)

e sin?(a) + €® cos?(a) —e ™! cos(a) sin(a) 4 € sin(a) cos
_6_
Exercice II
1. L'égalité est vraie pour tout monome P(X) = X" et se généraliise a tout P €€ R[X| par linéarité
de I'intégrale.
D’aprés ce qui précede, on a :

/01 P(t)*dt < /_11 P(t)*dt = ‘/_11 P(t)th‘ <
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Par I'inégalité des intégrales

1 T
/ P(t)2dt < / P(e)2]d6.
0 0
/ ]P(e”9)2]d9:/ |P(e”™)?|dz, »=—0
-7 0

avec P(e™") = P(e?), car P est un polyndme a coefficients réels, on obtient

1 1 T ]
/ P(t)thgi/ |P(e)?|d6.
0 —T

n n

S w2 =3 alf) / 1 f(t)dt = / S (a(£)F) F)dt
0 0 k=0

k=0 k=0

et puisque

2. Il estclair que

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(Eor) (L z) ([ o)

ar(f)tFdt < = / |Za e’1Pdf = (Z ak(f)2>

T k=0 k=0

;akmz <7 (/01 f(t)%lt) :

L'inégalité précédente montre que la série de terme général a,(f)* est convergente et que sa

somme o 1
Sanrp < ([ ferar) =iz

n=0

avec

On en déduit

3. D’apres la question précédente 1’application p est bien définie de £ dans R*.
e Soit f € E tel que p(f) = 0. Puisque il s’agit d'une série a termes positifs, alors a,(f) =

1
/ t* f(t)dt = 0 pour tout n € N.
0

Puisque tout polyndme est combinaison linéaire de mondmes, on a pour tout polynéme P :

/1 P(t)f(t)dt = 0.

Par densité, il existe une suite de polynomes (P, ),en qui converge vers f sur (E, ||.||«). On a alors
pourn € N:

osAum%ﬂaAuw—a®meSW—amwm

1
Comme la suite (||f — Py||«)nen tend vers 0, on déduit / (f(#))*dt = 0, d’ou1, puisque f est
0

continue sur [0, 1], f = 0.
e Les autres propriétés sont évidentes : VA € R, Vf € E, p(Af) = |A|p(f)
VfeE,NgeE p(f+g)<p(f)+pg).
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4. Les fonctions f, sont bien des éléments de E. On a

1

dt

g =1+ [ F
1

donc lim ||f,[|5 = +oo. et
n— oo

Vk e N*, ax(fn)| =

1 1 1
0 1
/ \/ﬁtkdt+/ th=2q¢ g/ i dt = -
0 L 0 k+3

1
car nt" < t2sit e {O, —}.
n

Donc p(f,)? < ——— < +00. Les normes p et ||.||o ne sont pas équivalentes.

1
k)

o0

k

[\

Probléme

Premiére partie

1. (a) Par récurrence on montre que la suite (u,),en est a termes positifs et qu’elle est croissante.

Uy . Upy— B}
Donc 0 < = ! < 1 et par conséquent la suite - 1) est bornée. Comme pour tout
Un, Un neN*
u Uy —
neN, = — 1 41 2Lety €]0,1], alors
Up, Up,

. Un+1
lim — 1.

n—00 Uy,

D’autre part, on a, pour tout n > 2,

n—1 n—1
k—1
(1) up—u = E (Upy1 — ug) = T .
k=1 k=1
Up gy 7"
Donc la suite (u,,)nen et la série E r"u, sont de méme nature. Or lim | ————| = ret
n—oo ’U,nT‘

neN

r €]0, 1], d’out la convergence de la série Z r"u, et par la suite la convergence de la suite

neN
(un)nEN-

Soit [ = lim u,. La relation (1) entraine | — u; = E r"u, > 0,donc ! > u; > 0.
n—oo
n=1

(b) Soit N > n, alors on peut écrire :

N
(2) uns1 —up = Zrk’luk,l.
k=n

Comme [ = lim u,, alors pour tout ¢ > 0, il existe un entier n, tel que pour tout n > n,, on
n—oo
a:

[—e<u, <l+e.
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Donc pour tout £ > n > ng,ona:
(1 —e)rF =t <y 7Pt < (14 e)rk L

puis par sommation

N N N
(l—¢) Z rh=l < Z up_ 1"t < (I +¢€) Z rkt
k=n k=n k=n

Quand N tend vers oo, on obtient :

n—1 > n—1
k-1
(l—s)l_rgz_:uk_lr <(+e)r—
La relation (2) entraine
Tnfl n—1
[ — <l—u, <(l .
( 5)1—7“_ “ _(+6)1—r
D’ou . - )
- < (I —wup) — < .
81—7"_( tn) 1—r_€1—r
D’ou
; [yl
— Uy ~ .
1—r
* gt PPN 5 , A n
2. Pourtoutz € R*,ona lim |———| = |z|, donc d’apres le regle de D’ Alembert, la série Z Up T
n—00 Up ™

neN
converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.

3. Puisque la suite (u,),en est a termes positifs, alors la série définissant f est aussi a termes positifs
(pour z € [0,1] ), donc f est croissante sur [0, 1]. Donc f admet une limité généralisée en 1, soit

| = lilm ) f(x).Sil < 400, on aura, pour toutn € N:
z—1,x<

k=0
et donc
n
glg_)rr% (Z UpT ) <
x<l k=0
et donc

donc la série E u,, converge, ce qui est absurde puisque la suite (u,),en ne tend pas vers 0. Donc

neN
on a nécessairement lin% f(z) = +oo.
T—r

<l

Deuxieme partie
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Montrons par récurrence sur n que |u,| < v, pour toutn > 2. ona v = vy + |ag|ve = |uz| + |ao||uol,
donc |ug| < |ug| + |ag||ug| = ve. La propriété est donc vérifié pour n = 2.
Supposons maintenant, |u;| < v; pour tout k£ < n, donc

|un+1| S |un| + |an||un—1| S Up, + |an—1|vn—1 = Un+1-

Ainsi, Vn > 2, |u,| < v,.

. Un—1
Comme (v, )nen est croissante, alors —— < 1 et donc
Unp,
Un+1 Un—1
"< a2 <1 | < el
n ,Un

D’oti, pour toutn > 2,ona:
0<v,11 < vy el

La convergence de la série Z(vn+1 — v,,) est équivaut a I'existence de la limite de la suite (v,,)pen.

neN
D’apres 2., ona:
0< Unt1 < elan—1l,
Un
Donc

In(v,e1) — Inw, <la,_1].

Comme g la,| converge, alors la série E (Inv,41 — Inw,) converge, donc lim Inv, existe, il est
n—oo
neN neN

de méme de lim v,. D’ot la convergence de la série E (Ung1 — Un).
n—oo
neN

On sait que la série E (Un41—vy) converge, donc lim v, existe et par suite (v,,),en est bornée, soit
n—oo
neN

donc M > 0 tel que
VneN, 0<v, <M.

D’autre part, |u,+1 —u,| = |an_1||un—1] < Mla,_1|, donc par comparaison Z |Un41 — uy| converge,
neN

d’ot1 la convergence absolue de E (Unt1 — Unp)-
neN

La convergence de la série E (Un41 — up) entraine 'existence de la limite de la suite (u,)pen.
neN

Troisiéme partie

La condition nécessaire de la convergence de la série E a, entraine lim a, = 0, donc pour un
n—o0
neN

réel r €]0, 1] il existe ny € N tel que Vn > ny implique 0 < a,, < r etdonc a; < r" pour tout n > ny.

Ainsi par comparaison a une série géométrique la série g a,, converge.

neN
D’apres ce qui précede, le réel L(ug,u;) est bien défini. La linéarité de L découle de celle de la
limite.
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3.

6.

D’apres le théoreme du rang, on a:
2 =dimker (L) +rg(L).

Donc dimker (L) = 1 ou dimker (L) = 2. En fait, L est une forme linéaire non nulle, en effet, si

uy > ug > 0, alors (uy,)nen est croissante convergente, donc L(ug, u;) > ug > 0. Donc L est non

nulle et par suite ker (L) est un hyperplan de R?, donc dimker (L) = 1.

Supposons qu’il existe un entier n, tel que u,, = 0, alors u,,+1 = Gpy—1Un,—1 €t an,—1 > 0, donc

Ung+1 €t upy—1 ot le méme signe.

Supposons, par exemple, que u,,—; > 0, donc u,, 41 > 0 et par récurrence on trouve que Vn >

ng — 1, u, > 0.

De méme si on suppose que u,,—1 < 0, alors u,, < 0 pour tout n > ny, — 1. Dans tous les cas on a

les u,, ont le méme signe.
o0

o0 o0
D’autre part, on a E (Upg1 — Up) = E Gy 1Uy—1, dONC h_)m (Ung1 — Upy) = E Qe 1Uy—1. Alnsi
n oo
n=no n=ngo n=no
o
0= L(Uoﬂh) = g Ap—1Un—1
n=ng

Donc a,,,—1un,—1 = 0 et par suite u,,_1; = 0. On refait le méme raisonnement pour l'indice ny — 1
on trouve u,,—» = 0 de proche on trouve que u,, = 0 pour tout n < ny ce qui est absurde car
(uh UO) 7é (07 0)
En conclusion, Vn > 2, u,, # 0.
Supposons qu’il existe ng € N tel que 1 > 0.
Cas 1: u,, > 0, alors (uy),>n, est croissante et (u,),eny ne peut pas converger vers 0 ce qui est
absurde.
Cas 2: u,, < 0, alors (u,),>n, serait décroissante est (u,),cn Ne peut pas converger vers 0.
Cas 3 : u,, = 0 ceci est absurde d’apres ce qui précede.
Réciproquement, si Vn € N, u,u,11 < 0, on sait que la suite (u,),en est convergente, d’apres la
deuxiéme partie, donc L(uy,ug)? < 0, donc L(uy,up) = 0 et par conséquent (uy, ug) € ker (L).

n—1 Ap—1

Up11 Up—1
(@ Ona - =1+4, ==, donc —r, =1 — etr, = — 1. D’autre part,
Up Uy, T'n—1 Tn—1

2
Up1Upt1 = Up_1Up + Ap—1Uy,_q

Un_l . . *
Comme u,u, 1 < 0alors u, ju, 1 = unﬂunu— > ( pour tout n > 1. Ainsi pour tout n €},
n
on a Un,l,_1 > —an_lui_l et donc
UpUp—1

s < Up-1

un—l

et donc
Up,
- < lp—
Up—1
’ < . un—‘,—l 7 N
cest-a-dire r,,_1 < a,,_1 etr, = — > (0,dou:
un

VneN, 0<r, <a,.

(b) D’apres ce précedeonavn € N, 0 < r, < a,. La série Z a, étant convergente, donc il este
neN

de méme de la série E T
neN
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Un+1
Un,

= lim r, =0,
n—oo

La condition nécessaire de convergence de la série g r, entraine lim
n—s

neN

donc par la regle de D’ Alembert, Z u, converge absolument, donc elle est convergente.
neN

Quatriéme partie

1. Ona, pour toutz > 0, A(z) = t= n= = » ) donc A est de classe
P o (z) ;1—1—33 1+x§a 1+3c(a ;a )

¢ sur [0, +00].

2. Montrons par récurrence sur n € N que Vn € N, |B/(z)| < Hak. Pour n = 0, on a By(x) =
k=0

a N
m, donc |By(z)| < ag. Supposons que le résultat est vrai a

— CLO / —
Ao(z) = T2 et By(z) =
l'ordre n — 1. On a
B,(x) = By—1 0 A(x)

et donc
B, (7) = B, (An(7)) AL (2)

n—1 n
Comme |A/,(z)| < ay, alors |B!,(z)| < (H ak) ap, = Hak-
k=0 k=0

Appliquons le théoreme des accroissements finis a 1’application B,,_; entre 0 et A,,(0) : Il existe ¢
tel que
Bp—1(An(0)) = Bne1(0) = B _1(¢)(A4,(0) — 0).

Donc
n—1 n
la, — 1| < |B)_4(c)|a, < (H ak> a, = Hak.
k=0 k=0

3. On sait que ker (L) # {0}, donc il existe (o, 3) € R? tel que L(a,8) = 0. af > 0 d’apres la

s . . o . [« _
troisieme partie, la question 5. Par linéarité, on aussi L ik 1 | = 0. Donc on peut dire que ker (L)

«
est engendré par (1, 1) avec ry = 5
Soit (—r',1) € ker (L), donc il existe A € R tel que (—1',1) = \(—rg, 1), donc ' = ry donc ry est
unique.
D’autre part, Vu; € R, uy(—79,1) = (=rous,u1) € ker (L). De plus upu; < 0 entraine —rouj < 0,
donc rg > 0. D’ou le résultat.

n
. . Un+1 . L.
4. Ona |a, — ap_1| < v, avec v, = Hak. Puisque lim "L — im an+1 = 0, alors la série E Uy,
o n—oo U, n—o0

neN

converge, donc il est de méme de la série E |, — a1

neN*
00000 00
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