DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

2.

Devoir surveillé n°5
Correction

Exercice

Soit a €]0, 1] fixé. Pour t € [—«,a],ona|t| < a,donc |t|" < a" <a,doul+t">1—aet

an

Vn € NVt € [—a, o, |u,(t)] <

1—a’
a{n

converge. Ainsi, pour tout « de ]0, 1], la série de
-«

Comme «a €]0, 1], la série numérique Z .
neN

fonctions E u,, converge normalement sur [—a, a]. Les fonctions u,, étant toutes continues sur

neN
| —1,1], donc sur [—a, a], on en déduit que la fonction somme S est continue sur [—a, ], puisque

la convergence est normale, donc uniforme, sur cet intervalle, cela valant pour tout « de |0, 1], on
g p
a ainsi S est continue sur | — 1, 1.
E(z)
(@) Soitz > 1 fixé. On a |fx(x)| = Z D et ¢ € [0, 1], on obtient donc

n=1

il en résulte, en sommant, que
[ fer1(@)] < [fr()].

De plus, pour tout n > 1, klim tE+n — 0 et donc la suite (| f,(x)|)ren est décroissante, de
—+o00

limite nulle.
On déduit du résultat précédent que la série numérique Z fr(z) est une série alternée

keN
convergeant par application du théoreme spécial des séries alternées.

La série de fonctions Z fr converge donc simplement sur [1, +oo[ et le théoreme spécial des

keN
séries alternées donne une majoration du reste de rang N que I’on note Ry :

00 . tN-‘rQ
Va € [1,+oo, [Ry(2)] < |faga(z)] < YtV = 1 (N2
n=1

Ce dernier majorant est indépendant de z et tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini, par

conséquent, la série de fonctions E fr converge uniformément sur [1, +o0|.

keN
E(z)
(b) Par définition de S, on a, pour ¢ fixé dans [0, 1], S(t) = lirf Z u,,(t), mais
T——+400
n=1
t" S F_N kg (k
W) = ———— =" (=t =) (=1)kn,
wnlt) = gy = 1 D = Do)
k=0 k=0
donc, puisqu’il s’agit pour z fixé d"un nombre fini de séries convergentes :
E(LE o0
_ (k4 _ YeglktDn
CES 9 wEITELEN 9 w VAU oA
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tk+1

= wvg(t), comme la

Pour tout k, f; admet en +oo la limite (—1)" Z tlhtn — <_1)k1—tk“
n=1

série de fonctions Z fi converge uniformément sur [1, +o00[ le théoréeme de la double limite
keN

montre que la série E v (t) converge et que hI_{l E fr(z) = E vi(t). Finalement
T—r+00
keN k=0 k=0

S(t) =Y wel(t),

k=0

cela pour tout ¢ de [0, 1.
3. Soient k dans Nett dans [0,1], ona t"** <" et 1+ t+ .. + "2 > 1+t + ...+t (car "+ > 0),
par conséquent |wy1(t)] < |wi(t)], de plus, Vj € [0, k], ¢ > ¥, d’otx

B <tk + D) = ——
lwe (1) < (k+1) 1

Cette majoration uniforme par rapport a t € [0, 1] permet d’établir comme au 2)a), grace au théo-

reme spécial des séries alternées, que la série de fonctions E wy, converge uniformément sur

keN
[0, 1].
4. Par construction, on a
vt e [0,1[(1—1)S(t) =D (1 —thup(t) = Y wylt).
k=0 k=0

k

Tl comme la série de fonctions E wy converge
keN

uniformément sur [0, 1], les wy, étant continues sur [0, 1], la fonction somme est continue sur [0, 1]
et en particulier

Or, pour tout k, wy, admet en 1 la limite

15“2_:“”“@ - ; k41
La somme de cette derniére série vaut In 2. En rassemblant les deux résultats précédents, on ob-
: - e (EDF s
tient lim (1 —1)S(t) = kz_o 7~ n(2), dou
In2
S(t) ~ .
Oy 1
Probléeme
Partie |

Partie I : Une décomposition de la matrice X

1. (a) V est une matrice a coefficients réels et symétrique (V = (X'X) = X'X = V), donc elle est
diagonalisable d’apres le théoreme spectral.
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(b)

Soit A une valeur propre et v € E, un vecteur propre non nul associé a A, donc Vv = \v et
YV = Aov. Or Vo = X 'Xo = ('X0v)Xv = ||'’Xv|?, ainsi

tX 2
= 150l
o]

207

car v # 0. Les valeurs propres de V' sont donc positifs ou nuls.
Soit (vq,va, ..., v,) une base orthonormale de E, constituée de vecteurs propres de V' respec-
tivement associés aux valeurs propres oy, a, ..., ap. Or A1, Ao, ..., A, étant des valeurs propres
de V, donc il existe une permutation o de {1,2,...,p} telle que, pour tout i € {1,2,...,p},
Ai = ;). Posons alors pour tout i € {1,2,...,p}, &; = vy(;). (€1, €2, ..., €p) est toujours une base
orthonormale de E, et elle est constituée de vecteurs propres de V' respectivement associés
aux valeurs propres Aj, g, ..., Ap.
e Soit v € ker ®y,, donc v (v) = X Xv = 0 et alors ¥X'Xv = (‘X v)'Xv = ||'Xv|? = 0. Ainsi
Qix (v) = 0 et v € ker ®ix. Par conséquent ker @y C ker Oy
Soit v € ker @iy, Xv = 0 donc X'Xv = X0 = 0, alors Vv = 0 et v € ker®y. D'out
ker ker ®ix C ker ®y et par suite ker @iy = ker Oy,
e OnargV = 1gdy = rgdy = rg’X = rg X. Rappelons que r est la dimension du
sous-espace vectoriel F' engendré par les colonnes ¢, cs, ..., ¢, de X, donc r = rg(X).
e On sait que r < p donc dim ker &, = p — r > 0. 0 est donc valeur propre de ®,. Comme
A1 > Ay > ... > )\, nécessairement A, = 0. Alors {i € [1,p]/\; = 0} est non vide. Posons
s = min{i € [1,p]/\; = 0}.
Sis=1,alors0 =X > X > ... > N etdonc \; = Ay = ... = )\, = 0, ainsi D est
I'endomorphisme nul ce qui est absurde, donc s > 1. Alors
M=X=...= 1>0etds = 1 =... =X, =0.
OrVi e [l,s —1], e; = XCDV(eZ-) = Oy % € Im ®y. Ainsi (e, e, ...,65_1) est une
famille libre de Im ®y,, donc s — 1 < dimIm ¢y = r, soitdonc s — 1 < 7.
D’autre part, Vi € [s,p], e; € ker @y, donc (es, €541, ..., €,) est une famille libre de ker ®y,.
Doup—(s—1) < ker®dy, = p—r,doncr < s — 1. Finalement, r = s — 1 ou encore
s=r+1
Alors
M>A> > A1 >0

et
A'r‘—i—l - )\7»+2 = ... = )\p == O

e Pour montrer que (ey, e, ..., ;) est une base de F il suffit de prouver que les éléments de
cette famille sont dans F, car (e, g, ..., €,) est une famille libre de r éléments et dim F' =
T.

OnaVvie[l,r], e =Py (%) donc e; € Im ®. Montrons alors que

1

Im &y C F = Vect(cy, ¢, .y ¢) = Im Py,

Soit v" € Im @y, alors il existe v € E, tel que v’ = ®y(v) = Vo = X ("Xv) = dx("Xv) €
Im®x. AlorsIm®y C Im Py = F.

Par conséquent, Vi € [1,7], e; € F. (e1, s, ..., €,) est une famille libre de cardinal  consti-
tuée d’éléments de I’ et F' est de dimension 7. Donc (ey, ey, ..., €,.) est une base de F.
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2. Pourtoutj € [1,p],ona:
p
> Pp, (e;) = e = Idg,(e;)
i=1

p
Alors les endomorphismes Z PDei et Idp, de E, coincident sur la base (ey, €3, ..., ¢,) de E,. Il sont
i=1

p
donc égaux. Alors Z i = 1.
=1
3. Soit (i, 7) un élément de [1, p]* tel que i # j.Ona:

Vr € By, (mim;) (z) = mi((zlej)e;) = (xej)mi(e;) = (x]e;)0 = 0.

Donc, pour tout (i, j) € [1,p]” tel que i # j, mm; = 0.

4. Soiti € [r+1,p].Ona X € #,,(R) et m; € 4,(R) donc m;X € #,,(R). m; X est la matrice,
relativement aux bases canoniques de .#,, ; et .#),,, de Pp, o ®x.
On rappelle que Im ®x = Vect(cy, ca, ..., ¢,) = F = Vect(ey, ea, ..., €,) et on remarque que

Vk € [1,7], Pp,,(ex) =0 (i€ [r+1,p])

et ainsi PD est nulle sur F.

¢ x prend ses valeurs dans F et Pp,, estnulle sur F donc Pp,_ o ®x est'application linéaire nulle
de .#, dans .#,,, donc m; X = 0. Ainsi Vi € [r+1,p], mX =0.

D’apres ce qui précéde, on a :

X = IpX = ZP:WZX = ZT:W@X
=1 =1

5. (a) Soits € [1,r] fixé.Ona ®x, = Z(I)m obxetdy € L (M, M), donc:

i=1
Im®y, = by, (A Z@m (Ox (M1 (R) =) @r(ImPx) =Y . (F).
— —
OrVi € [1,s], @, (F) = @, (Vect(ey, e, ..., e,)) = Vect(Py, (1), Py, (€2), ..., Pr,(€,)) = Vect(e;),
donc .
Im®y, = ZVect(ei) C Vect(ey, eg, ..., €5).
i=1
(b) Pourtout j € [1,p], ona X,(Xe;) = > (mX'Xe;) = (mVe;) = Z me;), d’olt:
i=1 i=1 i—1
. t N 0 Sl] > S
vielld Xxe)={ 3120

Ceci montre que Vj € [1,s], A\je; € Im®x ,donce; € ImPx, (A; #0). Alors
Vect(eq, eg, ...,e5) C Im Py, C Vect(eq, ey, ..., )

Finalement, Im &y, = Vect(ey, ey, ..., €5). La famille (eq, e, ..., e5) étant libre, donc dim Im & -, =
setrg @y, = s. Alors rg(X;) = s.
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Partie Il : Une norme euclidienne de matrices carrées

1. Soient (M,N,R) € .#;,(R) et A € R. Notons que ‘N € .#,,(R) et M € .#,,(R) donc M'N &
MH(R). M'N est donc une matrice carrée, ainsi ©(M, N) est bien défini. De plus, on a les propriétés

suivantes :
[ ]
OOM + N,R) = tr(AM + N)R) = tr(AM'R) + tr(N'R)
— Atr(M'R) + tr(N'R) = AO(M, R) + O(N, R)

[ ]

O(M, N) = tr(MN) = tr((MN) = tr(N'M) = O(N, M)

p p n

e Posons M = (mij)lgjgn et MtM = (Cij)lfi,jgp/ alors @(M, M) = tI‘(MtM) = Z Cii = Z Z m?j,

1<i<p i=1 i=1 j=1

ainsi O(M, M) > 0.
P n
e Supposons O(M, M) = 0, alors Zmej = 0. Comme (i, j) € [1,p] x [1,n], mi; > 0, alors

i=1 j=1
V(i,7) € [1,p] x [1,n], m;; = 0 et donc M = 0.
Ainsi © est un produit scalaire sur .2, ,,(R).

2. Soit (i,7) € [1,p]? O(mX, m;X) = tr(m X' X'r;) = tr(mV7j).
La matrice de ®,, dans la base orthonormale (ey, ey, ..., ¢,) est diagonale donc symétrique. Donc
$,, est un endomorphisme symétrique de £, donc sa matrice 7; dans la base canonique de £,
qui est une base orthonormale, est symétrique. Alors ‘r; = 7;, d’ou

O(mX,m;jX) = tr(m;Vm;).
Posons [ = @, 0 ®y 0 P,

Sike[l,p] etk +#j,alorsi(e;) =0etl(e;) = NP, (e;) = { ())\-e‘ :i‘; i z Ainsisii # j,1 =0, car
sik 7 " alors [ coincide avec \i®@,, sur

L 0
Vk € [1,p], l(ex) =0.51i = j, Vk € [1,p], l(ex) = { Yo sik—i

la base (ey, €3, ..., ¢,) de E,. Donc [ = \;®,, et donc

[0 sii#]
B, 0 By 0 Py _{ Ay, sii=j

] 0 sii#j
WZV?T] _{ >\i7Ti Sl’L:j

et donc

et par conséquent

O(mX, mX) = { Sr()\im) zii i:;
tr(\;m;) = A; tr(m;). m; est la matrice de ®,, dans la base canonique de £, elle est donc semblable a
la matrice 7, de ®, dans la base (e, €3, ..., e,). Or Vk € [1,p], @, (er) = { Si zi Z 7: z
la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont nuls sauf le i-eme que vaut 1. Alors
tr(m;) = tr(n;) = 1. Finalement

7, est donc

. 0 sii#j
V(Z,j)E[[l,p]]Q, @<7TiX77TjX>:{ s siii;‘
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3. Soits € [1,r], [X — X,|* =O(X = X, X = X,).0Or X — X, = ) mX - > mX,doncsis=r,
=1 =1

alors X, = X et | X — X,|| = 0.
Supposons s < 7. X — X = Z m; X, donc

1=s+1
OX - X, X - X,) = © (Z mX, 2 Wf)
i=s+1 j=s+1
— Z Z @(WZ‘X,W]‘X>
i=s+1 j=s+1
= ) O(mX,mX)
1=s+1
— Z \i.
i=s+1
0 sis=r
Ainsi Vs € [1,7], | X — XJ||* = zr: N osis<r
i=s+1

Partie III : Approximation de X par une matrice de rang inférieur ou égal a s dans (.#, ,(R), O)

1. (X—N)(X—N) € .#,(R) est une matrice symétrique réelle, donc il existe une base orthonormale
(ay,as, ..., a,) de E, constituée de vecteurs propres de (X — N) (X — N) respectivement associée
aux valeurs Propres Yi, Y2, ..y Yp AVEC Y1 = Y2 = o = V-

2. (a) Onsait que

dim(G; N Vect(ai, ..., a,)) = dim(G;) + dim Vect(ay, ..., a,) — dim(G; + Vect(a,, ..., ap)
> dim(G;) + dim Vect(a;, ..., ap) — p

car G; + Vect(as, ..., a,) est un sous-espace vectoriel de F, qui est de dimension p. Par consé-
quent

dim(G; N Vect(a;, ..., ap)) dim(G;) + dim Vect(a;, ..., ap) — p

>
> it+p-(—-1)-p=1

(b) Alors G;N Vect(ay, ..., a,) est un sous-espace vectoriel distinct de {0}, ce sous-espace vectoriel
contient donc au moins un vecteur unitaire u, u € G et u € Vect(a,, ..., a,), donc il existe des

p
scalaires x;, ..., x, tels que u = E rrax, donc
k=i

X = Nul* = ((X = Nul[(X = N)u) ="((X = Nu) (X = Nu = (u[(X = N){X - N)u)
Or , )
(X = N){(X = N)u= (X —N){(X —N) (Z xkak> = Z T
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Comme (ay, as, ..., a,) est une base orthonormale de E,

(ul(X = N)"(X Z Th Yk

et ||ul|? = Zxk = 1 alors

X = N)ull* = Zxk’m<zrk% Vi-

Ainsi, il existe un vecteur unitaire u de G tel que [|(X — N)u||* < ;.
() e OnadimH > dimker ®:y + dim Vect(e, ..., €s1;) —p = dim ker oy + s+ 7 — p. Rappelons
que rg N =rg N < s. Alors le théoréeme du rang donne dim ker ®y > p — s et donc

dmH>p—s+s+i—p=1.

e Appliquons alors (b) avec G = H. On peut donc trouver un vecteur unitaire u de H tel
que
(X = Null* < .

Comme u € H, alors ‘Nu = 0 et donc

(X = Nyul* = | 'Xull* = (Xu)Xu = uVu

Donc
wVu <,
s+t s+1 s+t
Posons u = Zykek avec (Y1, ..., Ysri) € R¥T, alors uVu = Zyﬁ)\k et ||ul|® = Zyz =1.
D’ou = ' | h=1 =
s+t S+
v 2 uVu =Y yih > (Z yi) At
k=1 k=1
Finalement,
Asti < Vi

3. (a) Lamatricede ®x_n)qx—_n)danslabase (a1, as, ..., a,) est la matrice diagonale diag (i, 72, ..., 7p)-
Donc (X — N){X — N) est semblable a diag(y1,7, ..., 7,), et par conséquent :

p
tr((X — N){(X — N) = tr (diag(y1, 72, -+, Vp)) = Z%,
Ainsi
1X = NJ2 = Z%

(b) D’apres ce qui précede Vi € [1,r — s, \;p; <y, etona

Vi e [1,p], [1X = N)ai||* = a:(X — N)(X — N)a; = vjwa; = villai||* = v,
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()

donc v; > 0. Alors

P T—S T—S T
| X _NH2 = Zl%' > Zl%' > Zl)\sﬂ' = Z Ai-

i=s+1
D’ou

| X — N|?> > ZA

i=s+1

Rappelons que pour s € [1,7 — 1], [| X — X,||* = Z Ai. Ainsi
1=s+1

o X € Mpyn(R),

org(Xs) = s,

oVN € M,,(R), 1gN < s= || X — X,||* = Z A\ < ||X — NJ]. En conclusion :
i=s5+1

X — X,|? = Z A= inf | X — N|J?,

1=s+1

ou . est 'ensemble des matrices de .7, ,(R), de rang inférieure ou égal a s. Ainsi X, réalise
la meilleure approximation de X par des matrices de .#, ,(R) de rang inférieur ou égal a s
au sens de la norme ||.|| associe au produit scalaire ©.
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