DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°02
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Partie I : Préliminaire

1. Remarquons d’abord que a,, # 0 puisque P est de degré n. La décomposition en facteurs irréductibles de P s’écrit
P(X) = an(X — z1)(z — 22)(X — z,). En développant et en identifiant les coefficients d’ordre n — 1 et d’ordre 0,
on obtient le résultat annoncé.

2. (a) Les cinq racines de ’équation polynomiale z°> — 1 = 0 dans C sont les racines cinquiéme de I'unité 4 savoir :

2im 4im 6im —4im 8im —2im

1’3T7@T7e5 =e 5 ,e5 =e 5 .
() 2° —1=(2-1)Q(2) ot Q(2) =1+ 2z + 22 + 2> + 24,
() i Pourtoutze C*,ona:

1 1
Qz) = z2<z2+z+1++2> (1)
z z
1 1
— 22(22+2+z++1> (2)
z z
1\? 1
= 22 (z+> —24z4+-+1 3)
z z
1\? 1
= 22 (z—i—) +(z+>+1 (4)
z z
Comme 0 n’est une racine de (), il vient :
1
RQz)=0 & u=z+-cetu’4+u—-1=0 (5)
z
1 —1—-+v5 —1 9
&S u=z+-—- etuc \f, +\[ (6)
z 2 2
—1-+v5 —1 )
& 22—uz4+1=0 etue{ 2\[, —;\[} (7)
1 5 1—+5
& 22++2\[z+1:0 ou 22+2\fz+1:0 (8)

On résout aisément ces deux équations du second degré. On obtient donc les quatre racines complexes de
(2 qui sont :

“1-vV5+ivV10-2V5 =1 -5 —-ivV10—=2vV5 —14+V5+iV10+2v5 —1+ /5 —ivV10+ 25

4 4 4 4

ii. D’apres les questions précédentes on a :

[m(3) ()} {52257

(1) ()} -{ 20 e

5 4

et

5
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Comme cos 2 > 0 et cos il < 0, alors cos 2 _1 + \f et cos Am _1;\/5
5 ) ) 5
™ 2r . 4 . s . W 2
Comme 0 < — < —, il vientsin | — | = sin 7r —) = sm — ) < sin | — |, par conséquent
5) 5 ) ) 5
A 10-2v5 . (2« 10 +2v5
sin =—————etsin|— | =——.
5 ) 5) )
(5) =eon(r=F) = —eon (F) = 213
cos|(—=)=cos(m——)=—cos(=)=
5 5 5 4
et
. (W) ) ( 7r> . [4Arm 10 — 2v/5
sin(—)=sin({r—=-)=sin|{— | =—-—1-—7—.
5 5 5 4
n—1 n—2 '
3. Considéronsle polynéme de degré n—1 quia pourracines ay, . .., a,—1: P(X) = H (X—a;) = X"71+Z c; X7 .
i=1 =0

Ajoutons a la derniére colonne la premiére multipliée par cy, la seconde multipliée par c;, etc. Par définition de P,
ceci va annuler les éléments de la derniére colonne, sauf le dernier :

ap a? a2 0
as a3 ah? 0
1 a3 a3 ay? 0
D(ala ) an) - : : .
1 ap_1 a%_l aﬁ:% 0
1 a, d a™ 2 P(ay)
n—1
Si on développe suivant la derniére colonne, D(a1,...,a,) = P(ay)D(ai,...,an—1) . Or P(ay) = H (an — a;) :
=1

d’ou le résultat, par récurrence.

Partie II : Sommes de Gauss

1. .Glzl, .
OG2:1+61W:O,
2 2
i 17 17 (% _1 3
ongkz;)er’“=1+e%+e%=1+2e%=1+2<2+i‘2[) = iV/3,
o 297 8im 18im
eGy=14+¢e1 +e41 +e 4

:1—|—i+1+6%—1+i+1+i:2(1+i),

(s i —2im (s 2
0G5—1+e5 +e5 +€184 —1—625 —1+e5 +e 5 B +ei—|—625:1+4cos<57r>:\/5.
Soitr € Z fixé. On a :

n n

2< Y@= ()

k=0 k=0

2imr
Sir est un multiple de n, e = =1 et donc Z C,]fr =n
k=0
Sir ne divise pas n, alors la famille (Cﬁr)ogkgn—l décrit I'ensemble de toutes les racines n-iemes de I'unité et donc
n

DG =0
k=0

n n
2. Posons AB = (¢ps)1<r,s<n €t BA = (dys)1<rs<n avec ¢ps = Z aribps et dps = Z byrars. On a

k=1
n n n
St = 33 i = 33 = Sl
r=1 r=1 k=1 =1r=1
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D’ou tr(AB) = tr(BA).

n

Soit P une matrice inversible telle que A = PDP~!, donc tr(A) = tr(PDP~!) = tr(DP™'P) = tr(D) = Z i

3. I est clair que tr(A4,) = Gy.
Posons A2 = (rs)i<rs<n,ona:

0. — zcér—1)(k—1)@(1k_1)(s_1)
k=1

— Z CT(kal)(rJrsz)
k=1

n—1

Gl

k=0

n sir+s=2our+s=n

0 sinon

S O =
O O O
O O O
= o O
O = O

R
Doud; =n|. . . . . =nB,,.

001 ...0
01 0 ... 0
On voit bien que B2 = I,,.

(=)

i=1

©)

(10)

(11)

(12)

4. Soit A une valeur propre de A,, alors il existe un vecteur = non nul tel que Ax = Az et donc

A%z = A(\x) = Mz = Nz,

ce qui montre que A\? est une valeur propre de A%

Soit A une valeur propre de A,,, donc A* est une valeur propre de Ai = (an)2 = n?I, et par conséquent \* = n?
(1 est 'unique valeur propre de I, ), d’ou A € { Vn, —v/n,ivn, —iv/n }
5. Ona B2 = I,,,donc X? — 1 est un polynéme annulateur de B,, scindé a racines simples, ainsi B,, est diagonalisable.
Comme B,, # I, et B,, # —1I,, alors ce polyndme est aussi le polyndme minimal de B,,. D’ou Sp(B,,) = {—1,1}.
Soit = (z1, X2, ..., T2p+1) un vecteur propre associé a la valeur propre A = 1, alors

( 1

Tn
Tn—1

T3
Z2
ceci est équivalent a

T2p+1
x2p

Lp+3
. Tp+2

1
T2
T3

Tp+1

D’ou E1(By,) = Vect(e1, €2 + €2p+1,€3 + €2p, ..., €pt1 + €pi2).
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Soit maintenant = = (x1, 2, ..., £2p+1) un vecteur propre associé a la valeur propre A = —1, alors
( rp = —I
Tn = —I2
Tpn-1 = —T3
r3 = —Tp-1
\ Z2 —Tn

ceci est équivalent a

( 1 = 0
Top+1 = —T2
Top = —X3
Ip+3 = —Tp
Ip+2 = —Tp+l

D’ou E_1(B,) = Vect(ez — e2pt1,€3 — €2p, ..., Ep+1 — €p42). La réunion de deux bases de E1(B),) et E_1(B),)
forme une base de vecteurs de C" dans laquelle B,, est diagonale.

6.
n—1 n—1
G:l-i-l o G; _ Z CT(L’V‘-‘y-k-i-l)Q o Z Cr(zr+k)2 (13)
k=0 k=0
_ ZC T+k Z C 7’+k (14)
= <,<:+">2 -G (15)
_ 7(11”2—&-21“71—1—71,2) - C}f (16)
= - =0 (17)

Ainsi, Vr € Z, ZC r+s)® Z Cn et par conséquent :

s=0 s=0
n—1 n—1
— 2 .2
GnGr = (Z ¢ ) (Z - ) (18)
s=0 r=0
n—1 n—1
2 2
= > 6" (Zcz) (19)
r=0 s=0
n—1
2
= > Z ¢l ) (20)
r=0
n—1 /n—1 s
_ ( C7(Zr+s) —r ) (21)
r=0 \s=0
n—1
et =5 (S ) 5 (Sarm) -SaSan
r=0 r=0
La somme interne n’est non nulle seulement si 2s = 0 (mod n). Ainsi, si n est impair de la forme 2p + 1, alors
n 1
25 = 0(mod 2p + 1), donc s = 0. D’ott |G, |* = ¢Y = netdonc |G,| = V1.
r=0
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7. (a) Lesparties J,, = { (p,q) € [[1,71]]2 }p < q},Dn = { (p,p) ‘p € [[1,71]]2 }etSn = { (p,q) € |Il,n]]2 !p > q}
constituent une partition de 'ensemble [1, n]>.

Donc Z (p+q) = Z (p+q)+ Z (p+q)+ Z (p+q). Or clairement Z (p+q):221p
=

(p,9)€1,n]? (p.9)E€Jn (p,q)E€Dn (p,9)ESn (p,9)E€Dn

et Z (p+q) = Z (p + q) = ¢pn, comme on le voit en intervertissant les rdles de p et ¢. Il vient
(p,q)EJn (p,q)€Sn

Y. +a)=2e+2) p,

(p,9)€l1,n]? p=1

c’est-a-dire
n n n
an—l—an = 20n+22p,
p=1 p=1 p=1

n
soit ¢, = (n — 1) Zp, d’ou :

@)Onaaa—lze%(ég_eia)zzw%sm<%)

D’apres la question de la partie préliminaire,

det(4)= [ @ '-¢ = I &' -]

1<r<s<n 1<r<s<n
Or
2iw(p—1) 2imw(s—r)
A (e ) (22)
2in(p—1) [ inGs=r) . [(mw(s—7T)
= e n 2te” n  sin | —— (23)
n
i (s+r—2) m(s —1r
= 2e” n  sin <()> (24)
n
in im(str—2) m(s—r
= 2e2e¢ =~ sin <()> (25)
n

Donc un argument de det(A4,,) est :

3 <7r(5+n7”_2)+72r> - ZK?ZKn(r—i—s)—}—<72r—27;r>card{(r,s)6[[1,n]]2}7“<s}(26)

1<r<s<n = =
o m 27\ n(n—1)
-‘n%+<z‘n>zz @7)
m(n—1)
= =0 2(n+1)+n—4] (28)
= (Bn-2)n-1)7 (29)

8. La matrice A,, vérifie Afl — n?I, = 0 et qu'elle est donc diagonalisable de valeurs propres sont v/n —v/n, iv/1,
—iv/n.

Soit U,, = fA?L’ onalU? = *A% = B,,. Donc tr(U2) = tr(B,) = 1 et comme B, est semblable &

Année scolaire 21/22 5/6 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

(I(a(;r)b I(c(—)l-)d) '

—1) =1etonabiensira+ b+ c+ d = n (la taille de la matrice ), donc

Donc tr(By) = (a+b) x 1+ (c+d) x (
1
2(a+b)=n+1=2(p+1)et2(c+d) =n—1=2p. Dautre part, tr(U,) = —=tr(4,) = (a — b) +i(c — d).

vn
Mais tr(Uy,) = Gn donc | tr(4,)| = G = 1 et par conséquent (a — b)? + (¢ — d)* = 1
n \/’E’ n \/ﬁ .

On sait que det(A4,) = ¢'TGr=2=Upg — pOp+)ps op (0r+1 = B3@rHD=2 — j=2(;3)2p+1 — ;2p+1 Donc

det(A,) = PPPHps,
Puisque le déterminant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres, on a alors :
det(An) = (vVn)*(—v/n)*(iv/n)"(—iv/n)

ou encore

. n . n
j2b+et3d, 3 Zp(2p+1)n 5

En comparant cela avec I’expression précédente du déterminant et en notant que 3 = —1 (mod n), nous obtenons
les conditions :
2b+c—d=p2p+1) (mod4)

quand n est impair. Nous utiliserons cette congruence pour déterminer a, b, ¢, d comme suit :
D’abord la congruence précédent s’écrit aussi :

2b+d)+c+d=p2p+1) (mod 4)

ou encore
b+d=p* (mod2)

Ainsi, si p est pair b + d est pair et si p est impair b + d est impair.
Supposons n impair et n = 1 (mod 4). Par la question , on sait que a —b = +1 et c— d = 0. Ainsi 5 et 6 conduisent
a
n+1 n(n-1) n+l—-—n+1
- d4)=——""—
2 g (modd) 2

donc a — b = 1, ce qui prouve que G, = v/n quand n = 1 (mod 4).
Maintenant, supposons n = 3 (mod 4). I'égalité 1 nous dit que a = bet ¢ — d = £1 donc 2 et 5 donnent

a—b=a+b-2b= (mod 4) =1 (mod 4)

c—d = ”(”Q_U—Qb (mod 4) (30)
= 3(n2— D) — n—2|— 1 (mod 4) (31)
= 3n - 3n2— n-1 (mod 4) (32)
= 2n2— 1 (mod 4) (33)
= 1 (mod 4) (34)

donc, n = 3 (mod 4), on en déduit que G, = tr(A,) = iv/n.
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