DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°05
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

_I-

1)... -1
alatl).(atn ) Alors lim 2 — qim atn 0 et donc le rayon de convergence
(nl)Q n—+00 Qi n—-+00 (n + 1)2

de cette série entiére est infini.
2. (@ eSia=1a,=—etdonc fi(z)=e"
n!

1. Posons a,, =

e Sia =0, a, =0 pour k > 1 etdonc fi(x) = 1.

1 2
e Siao=—-1,ap=1,a1 = —2,a2 = = eta, =0pourn > 3,doncona fi(x) =1—2x + %
—n)(— 1)...(— k—1
(b) Pourn € Netk >n+1, (zn)(=n + (3{')5 nt ) = 0 puisque 'un des termes du numérateur est nul,
—n)(— 1)...(—1 1"
de plus o, = (=n)( T(l—:_) ). (1) = ( ') est non nul, donc f_,, est un polynoéme de degré n.
n n!
o~ (2n)!
3. Ona f =1+ Z 22n n' = Z m, or cette derniére une série qui satisfait aux hypothéses du
n—1
R » . . (2k)!
théoréme des séries alternées, donc la somme partielle s,, = Z 52k (1)3 peut étre considérée comme une valeur
— 228 (KY)
hée de f1 (1 bsolue inférieure 4 &, — — 2"
approchée de f 1 (1) avec un erreur absolue inférieure a &,, = SRR
7 19807
Avec Maple, on trouve €5 = 10240 > 21073 et €6 = 515760 < 2.1073, on prend donc Sg = 30790 ~

0,6447591146 comme valeur approchée de f% (—1).

-1I-

1. Par théoréme du cours y est de classe € sur l'intervalle R et ses dérivées vérifient sur cet intervalle

= Z napz™ ! = Z(n + Dapyi2™
n=1 n=0
et ~
Zn n—1ayz" —2,
n=2
On a donc
d d -
0= xd—xg(aﬁ) +(1- m)d—z(az) —ay(z) = (a1 —a) + QZ[nQan — (a4 n—1)an_1]z" L.

n=2
On en déduit par unicité du développement en série entiére que a; = « et pour tout n > 2,
nan — (a+n—1)a,_1,
c’est-a-dire

a+n-—1

Ap =
TZ2

anp—1-
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Comme on a ag = 1 les coefficients sont uniquement déterminés :
ala+1)..(a+n—-1)
(n!)? '
Et Pon trouve une solution unique y = f,, qui est bien une série de rayon de convergence infini.

2. Sig(r) = €” fo(—x),onadonc, pourtoutz € R, ¢'(z) = e”(fo(—2)— fL(—x)) et ¢" (z) = *(fol—2)—2f(—2)+
"(—x)), dou:

Vn € N*, q, =

d? d " '
Vo € R, o5 (@) +(1-2) 3 (0) — agle) = —e"(~a)fi(a) + (1+ ) fi(~2) — af(-2))
7 ’ S . . - d2g dg
or (—z)f(—x)+ (14+=z)f,(—z) — afo(—x) = 0 d’apreés la question précédente, d’ou JZ@((L') +(1- x)a(x -

ag(z) = 0, alors cette équation et la condition g(0) = 1 entrainent par unicité que Vo € R, g(x) = fi_q(z), d’ou:
Ve € R, fi_q(z) =€ folz).
X . - frs1(@) f-n(—2) )
3. Pourn > 1 et d’aprés la question précédente, f,(x) = e f,—1(—x), donc = .D’ou
" " rfn(z)  2f_(no1)(—7)

lim fnt1(2) _ (=1)"a—p, _ l

im0 zfp(x) ()" lai,  n

-111-

400 d
1. La changement de variable u = tan(3), montre que G(z) = / ﬁ puis le changement de variables
0 —X)u
v = /1 — zu conduit a
1 o dy ™
G(z) = 5 = .
V1i—=x Jy 14w 21—z

2. (a) L’étude de la fonction ¢ : u — (1 — u)e" sur | — oo, 1[, montre qu’elle croissante sur | — 0o, 0] et décroissante
sur [0, 1[, donc on peut conclure que Vu < 1, p(u) < ¢(0) = 1 ou encore

1
Yu <1, e* < .
1—wu

(b) Sif € [0, g} etz < 1, alors zsin? 6 < 1 et donc, d’apres I'inégalité de la question précédente, on a :
(z) < /z do T 1
x =— .
A= o 1l—uzsin?0 21—z
De plus la fonction sous signe intégral est positive, donc ¢(z) > 0.
(c) Pourz < —1letf e [0, g] posons u = v/ —z sin §. Alors

(,0(1‘) — /2 6xsin9d9 _ /\/_7z €7u2 du car OS;059S1 /\/Tw €7u2 du >
0 0 COS (9\/ —Zx o 0 B

e “du =

1

nE
O\H
nL

1
2
ouc:/ e “du>0.
0

s

2
3. (a) Pourk>1,onaly = / sin?*~1 . sin xdx. En posant u(z) = sin?* ! z et v/ (z) = sin z et en intégrant par
0
parties nous obtenons :

us s

z ™
I, = {— cosz - sin?F 1 :L‘:| + (2k—1) /2 cos? - sin?* 72 zdz
0 0

Jus

2

= (2k—-1) / (1 —sin? z) sin?* 2 zdz
0
= (2k— 1)1 — (2k — 1)I}.

Année scolaire 21/22 2/4 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

2k — 1
Donc (2k)I; = (2k — 1)I_1 ou encore [}, = 5% I,_1. D’autre part, [y = g et finalement, pour k£ > 1,
I - 13..2k—)7r  7m(2k-1!m
FT o4 (2k) 1 2 2%(kN)? 2
in ¢ AR LI |z |*
(b) Pour tout z réel, on a **"" = o sin“® 0 et VO & [0, 5} o sin“* 0| < R donc la série converge
— k! ! !
uniformément par rapport a 6 sur [0, g} , donc on peut intégrer terme a terme :
2 9 *© zk
o(r) = / eTsn 049 = ﬁIk'
0 k=0
En remplacant [, par sa valeur trouvée précédemment, on obtient :
™
p(x) = §f% ().
(c) L’'inégalité de la question 2.2b de cette partie montre que lim fi(z) = lim ¢(z) = 0.De méme, la question
r——00 2 T——00
~1 -1
2.2b de cette partie, montrer que / (z)dx est divergente par comparaison avec I'intégrale / 796, donc
oo R

-1 0
il est de méme de I'intégrale / f% (x)dz et aussi de I'intégrale / f% (x)dz.

4. p(-1) = /2 e~ 5”049, Comme f1(—1) = 0,645 4 3.10~%, alors /2 e~ 5*0q9 = 1,013 + 10~%. En particulier,
2

0 0
@(—1) > 1,013 > 1, donc ¢(—1) # 1. Mais 1 < ¢(—1) < 1,02. Donc en prenant ¢(—1) = 1, on commet une
erreur absolue inférieure 4 2.1072.

IV-

1l est clair que F est de classe € sur R? privé du plan (oyz). Pour tout (2,7, z) € R tel que y* + 22 # Oonar # O et

OF —x T
7(%‘,]],2) = Tfa(r) + ?f(lx(r)y
ox r2 r2
et par symétrie, on obtient

O (29,2 = L falr) + L 11)
ay 7y7 27,% « T% o )
oF —z z
g(x,y,z) = ﬁfa(r) + gfa(r)-

De méme,

et par symétrie, on obtient

e = 5= ()7 (e () ()
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S wws = O () ()7 ()~ () )

D’ou
PF OPF OPF 3fa(r) [ 5falr) 1fi(r) 3fi(r) L falr) | fi(r)
7 Tyt T T8 i, 2,3 2, P et
LR R S
4 r2 rz r2
1 fa(r) / 1
- (4 e )
et
r OF 1 B r( —x T L fa(r)
o taet = p (G0 R0)
L L) R fal)
27‘% r% 47“3
1 fa(r) ! fa(r)
- Tg(z"“fa“")* 4r>

O’F 0°F O°F oF 1
Ainsi, F' est solution de I’équation aux dérivées partielles 72, + 92y + 52, 2% + 4—74217 = 0 si, et seulement si,
1

1
rfl(r)+ (1 —7r)fi(r) + Efa (r) = 0, la condition recherchée est donc av = ~5
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