DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°02
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice 1:

1. K—{(:L',y)ER2

2
ac4—|-<wa> §4,y—x§2ety20}.

2. (a) K estnon vide car (0,0) € K. Soit (z,y) € K. Alors, 2z <4 = |2| < V2.0r,y > 0ety <z +2 <2+ V2.
On en déduit que K est un borné de R
(b) Montrons maintenant que K est fermé. On a :

K= { (SU,y) € R’ | Qpl(xvy) <0, @2(337y) < 0}ﬁ [07+OO[

ol 1 et @y sont des fonctions définies sur R? et & valeurs réelles telles que :

2
V(x,y) € R?, v1(x,y) =zt + (:L‘— g) —4 etpo(z,y) =y —x—2.

Or, 1 et @5 sont des fonctions polynémes donc continues sur R? et [0, +00[ est fermé. Or, 'image réciproque
d’un fermé par une application continue est un fermé et une intersection de fermés est fermée. On en déduit
que K est un fermé.

Finalement, K est fermé et borné dans R? (de dimension finie) donc K est compact. Donc I’application f qui
est continue sur R? ( polynomiale ) est bornée et atteint ses bornes sur K, en particulier il existe (a,b) € K tel
que

Puisque I'image d’un compact par une application continue est un compact et que f est clairement

f(a,b) = min f(z,y).

(z,y)eK

Exercice 2 : )
1. Si f est continue sur [0, 2], il est de méme pour | f| 'est aussi. Donc || f|1 = / | f(t)|dt existe. De méme, I'image

d’un segment par une fonction continue est un segment donc { f(¢) | ¢t € [0, 2] % est borné. On en déduit I'existence
de || f]|oo qui est en fait un maximum.

On rappelle que I'intégrale d’une fonction continue positive est nulle si, et seulement si, il s’agit de la fonction nulle.
On rappelle d’autre part que si f est continue, alors |f| est continue. On a donc démontré ||f|; = 0 & f = 0.
D’autre part, pour tout ¢ € [0, 2], 'inégalité triangulaire de la valeur absolue donne :

1f (&) + 9@ < [F@)] + lg(8)]-

Une intégration de cette inégalité entre 0 et 2 donne I'inégalité triangulaire pour ||.||;. Enfin, la linéarité de 'intégrale
donne, pour tout A € R,

2 2
| nrolae =1 [ ire.
0 0
2. Soit (fn)neN une suite de Cauchy d’éléments de %(]0, 2], R) pour la norme ||.||. Alors
Ve>0,IngeN:p>qg>nyg=|fp— follo < e
Par conséquent, il est immédiat que

Ve >0,V €[0,2]Ing e N:p>qg>ng=|fp(x) — fy(z)| <€ (1)
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Par conséquent, la suite (f,,(2))nen est de Cauchy dans R qui est complet, donc elle converge. On note donc f(x)

sa limite, ce qui définit une application f de [0, 2] dans R.

e Montrons que f € €(]0, 2], R). On se fixe zg € [0,2] et e > 0. On sait, en particulier que si z est fixé, on a :

lim f,(z) = f(x),

n—oo

dong, il existe un rang n; € N tel que :

n>n1 = |fa(z) - f(2)] <

W M

et n>n; = |fn(zo) — flxo)| <

w | m

De plus, les applications éléments de (f,,)nenN étant continues, en particulier, il existe o > 0 tel que :

|z — 20| < a = [fn, () = fry (20)] <

On peut alors écrire par inégalité triangulaire :

Wl m

Vo €[0,2]: o — x| < = [f(x) = fzo)| < |f(2) = for ()| + [y (2) = frr (0)| + [ fry (20) — f(20)| < 3%-

Cela démontre que f € €([0,2],R).

e Reste a démontrer que f est bien limite uniforme de la suite ( f,,)n,enN. En effet, on peut faire tendre p vers +oo

dans l'inégalité (1), ce qui garantit que

VgeN:g>no=|f — fyllo <e.

Cela démontre que %([0, 2], R) muni de le norme de la convergence uniforme est complet.

(a)

[a)

Vi~ @

al @
©

1
(b) Soientn et p, deux entiers telsquen > p.Onadonc1—— >
n

1
1 — —. Ainsi, pour tout z de [0, 2], fn(x) < fp(z) et €, et
p

%, leur courbe représentative dans le repére orthonormé
(O,1,J). Laire de la partie du plan limitée par les courbe
©t, et €y, et les droites d’équation z = 0 et x = 2 vaut :

2
/0 () = Fp(@))dz = [[fa — 1

1, d’ou :

Légende :

1 /1 1/1 1/1 1
||fn_prl:2(pX1>—2<nx1):2<p_n>‘ 0

|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
! -
2

(c) Comme précédemment, || f,, — f*||1 est'aire de la partie du plan limitée par les courbe €7, et €~ et les droites

d’équationx =0 etz = 2, d’ou:

X 1

1fn = [l =

X

N |
S|~
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()

D’apres les questions précédentes, on déduit que :

® (fn)nen est de Cauchy pour la norme ||.|1, car || f, — fpl/1 tend vers 0 quand n et p tendent vers +oco
¢ (fn)nen converge au sens de la norme ||.||; vers la fonction f*;

¢ (¢(]0,2],R), ||.]]1) n’est pas complet car f* n’appartient pas a (|0, 2], R).

Probléme :

1. (a)

(b)

(©)

Partie I

Soit A une valeur propre de f4. Montrons que F)(A) est stable par fp. Soit x € E)(A). Alors

(fa—Xidg) (fB(x)) = fao fe(x) — Afp(x) = fpo fa(x) — Af(x) = fB ((f — MdEg)) (z) = f(0) = 0.

Donc fg(x) € E\(A).

Considérons I'application gy de F)\(A) dans F)\(A) qui, a z € E), associe fg(x). C’est un endomorphisme sur
un C-espace vectoriel, donc il admet une valeur propre p et il existe z # 0 € E)\(A) tel que g (x) = fp(z) =
pux.Or z € E)\(A) donc fa(z) = Ax. On a ainsi montré que f4 et g4 ont un vecteur propre commun.

Notons A1, Az, Az les différentes valeurs propres de f4, alors d’apres ce qui précede, pour tout 1 < ¢ < 3, il
existe un vecteur propre commun v; # 0 a f4 et fp (les E), (A) sont des droites ), donc il il existe des scalaires
1, 2, p3 tels que fp(v;) = piv; pour 1 < ¢ < 3. Donc les matrices de f4 et fp dans la base (vy, v2,v3) sont
diagonales.

L’hypothése que les valeurs propres de f4 sont différentes, est essentielle. En effet, la matrice identité commute
avec toutes les matrices, y compris les non diagonalisables.

e On peut vérifier facilement que les trois applications ¢, 1) et u sont des endomorphismes de .#,,(C). De plus
siM e #,(C),

pop(M) = p(p(M)) = p(MB) = AMB = (AM) = ¢(p(M)) = 1 o p(M).

Dot o) = o p.
e Soit A € Sp(¢p). Il existe M € .#,(C), non nul tel que ¢(M) = AM. M étant non nul, il existe Xy €
M1 (C) tel que M Xg # 0. Alors (¢(M))(Xo) = AM(Xo) = AM(Xp) et A est valeur propre de ¢. Ainsi,

Sp(p) C Sp(A).
Réciproquement, soit A € Sp(A). Il existe X € .#1 ,,(C), non nul, tel que AM = AM. Soit p un projecteur sur
la droite Vect(M) paralléelement & un hyperplan supplémentaire H. Alors, VN € .#;, 1(C), p(N) € Vect(M),
donc p(p(M)) = Ap(N). Ainsi, ¢(p) = ¢ op = Ap et \ est valeur propre de ¢. Donc, Sp(A) C Sp(yp) et
finalement, Sp(y) = Sp(A).
e Soit A € Sp(v)) et E\ (1)) le sous espace propre associé. Soit M € .#,,(C), non nul.

MeBy@) & $(M)=\M

& MB =AM

VX € M,1(C), MBX = AMX
VX € #,1(C), M(BX —\X)=0
VX € #,1(C), BX —AX € ker M
< Im(B - \,) Cker M

T o0

M n’étant pas nul, ker M # ), 1(C). ker M est un sous-espace vectoriel de .#,, 1 (C), de dimension inférieure
ouégalan — 1.

L’inclusion Im(B — AI,,) C ker M implique que I'endomorphisme fp — AIdg n’est pas injectif, c’est a dire
que A est valeur propre de fp.

Réciproquement, si A est valeur propre de B, Im( fg — A\Idg) est un sous espace de .#,, 1 (C) strictement inclus
dans ., 1(C) et il existe une matrice M de .#,, 1(C), nul sur Im(B — AI,,) et non identiquement nul (il suffit
de le définir comme étant non nul sur un sous-espace supplémentaire de Im(B — AI,,) ). Une telle matrice M
vérifieIm(B—MIdg) C ker M,donc VM € 4, 1(C), M(BX —AX) = Oetfinalement /(M) = M B = AM.
Donc A est valeur propre de ¢. Ainsi, Sp(y)) = Sp(B).
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Remarque: On peur remarquer que VM € .#,(C),V\ € C,¢(M) = M B si et seulement si, BIM = \IM,
d’ou Sp(yp) = Sp('B) = Sp(B).

(b) X est une matrice colonne non nulle, 'Y est une matrice ligne non nulle. Leur produit M = X% est donc une
matrice carrée non nulle, et

AM = AXY = (AX)Y =\ XY

et
MB=X%YB=XB)=XuY = puX.

On a donc trouvé une matrice M = X' non nulle telle que u(M) = AM — MB = (A — u) X', et par
conséquent XY est un vecteur propre de u associé a A\ — fi.
() i Soit B € Sp(u) etY € 4, 1(C) un vecteur propre associé. Par u(M) = M, ona AM — MB = M,
donc AM = M (B1, + B). Soit k € N, supposons A*M = M(BI, + B)" et montrons que A* 1M =
M (BI, + B)*™!. Donc AF"'M = AARM = AM (81, + B)* = M (81, + B)*L.
ii. Ona A¥M = M (BT, + B)* pour tout entier naturel k et par combinaison linéaire, on obtient P(A)M =
M P(51,, + B) pour tout polynéme P de C[X].
iii. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x 4(A) = 0 donc Mx4(5I, + B) = 0. Comme M est une
matrice non nulle, il en résulte que x 4 (51, + B)) est non inversible.
Or xa(pfI,+B) = H (8= AL, + B)** n’est pas inversible implique qu’il existe A € Sp(A) tel que
AeSp(A)
((B—=M)I,+B)** n’est pas inversible et donc il existe A € Sp(A) tel que (5 — )1, + B n’est pas inversible.
Donc A\ — 3 € Sp B et par conséquent il existe . € Sp(B) tel que A — 5 = p ou encore 5 = \ — p.
(d) D’apreés I’étude précédente, Sp (u) C Sp (A) + Sp (B).
Inversement, d’aprés la question 2.b on voit que Sp (u) D Sp (A) — Sp (B). D’ou I'égalité :

Sp(u) = Sp(A4) — Sp(B).

D’autre part, on sait que u est inversible si, et seulement si, 0 ¢ Sp(u). Ainsi Sp(4) N Sp(B) = @ < 0 ¢
Sp(u) < u est inversible.
() i Ontrouve Sp(A4) ={-2,3,6} et Sp(B) = {0,2,3}. D’ou:

En particulier, y, (X) = (X 4+ 2)(X 4+ 4)(X +5)X(X — 1)(X — 4)(X — 6)(X — 3)~
ii. Onremarque F = ker(u) = Ey(u) est une droite vectorielle ( 0 est d’ordre de multiplicité 1 ). D’aprés 2.b,
si X est un vecteur propre de A associé 4 3 et Y est un vecteur propre de B associé a 3, X'Y est un vecteur
propre de u associé 4 0. Les calculs montre que E3(A) = Vect(X) ou’X = (1, —1,1) et E3(B) = Vect(Y)
oy = (1,1,1),dou:
E = Vect(M)

1 1 1
ouM=XY=[-1 -1 -1
1 1 1
Toutes les matrices de F sont de rang 1, a I'exception de la matrice nulle, donc E ne contient pas des
matrices inversibles.
iii. Ona AM = M B+ 3M < u(M) = 3M, donc 'ensemble de solutions de 'équation AM = M B + 3M
est F3(u). La valeur propre 3 de u est obtenue pour A € {3,6} et u € {0,3}. Or E3(A) = Vect(X;)
ou X = (1,-1,1), Eg(A) = Vect(X2) ot 'Xo = (1,2,1), Eg(B) = Vect(Y;) ou Y] = (1,-2,1) et

W ~—

E3(B) = Vect(Ys) ou Y5 = (1,1, 1), donc Vect( X171, Xo'¥5) C F3(u). D’aprés les calculs
1 -2 1 1 11
Xivi=|-1 2 -1 |etXoVo=[2 2 2
1 -2 1 1 11

Ces deux matrices sont libres, donc I'ensemble de solutions de I’équation matricielle AM = M B + 3M
est F3(u) = Vect (X7, Xo'Y3).
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iv. Le polynéme caractéristique de u est scindé ( on ait dans C ) toutes les racines sont simples, sauf 3 qui est
une racine double et comme dim Fs3(u) = 2, alors u est diagonalisable.
3. Lafamille (XfY})lSiijn est formée par des vecteurs propres de u, pour montrer que I’endomorphisme u est diago-
nalisable il suffit de montrer que c’est une base de .#,(C). Or elle est de cardinal n” égal a la dimension de .#,(C),
il suffit donc de montrer qu’elle est libre.

n n
En effet, Z aij X!Y; = 0 implique Z X!Z; =000 2 = Z a;;Y;, on multiplie cette égalité a droite par un
1<i,j<n =1 =
P

Z;oul < j < n fixe, mais quelconque, d’ou Z a; X; = 0oua; = tZiZj, or (X1,...,X,) une famille libre de
i=1
My, 1(C) donc les a; sont tous nuls en particulier a; = 'Z;Z; = ||Z;||3 = 0 et donc Z; = 0 pour tout 1 < j < n.

n
Mais Z; = Z a;;Y; pour tout 1 < i < nor (Y;)i<j<n) est aussi libre, donc a;; = 0 pour tout 1 <4, j < n.
j=1

4. Soit M € .#3(C).Si M? = Aalors AM = M?® = M A et donc M et A commutent. A admet trois valeurs propres
réelles et simples a savoir —2, 3 et 6. Donc A est diagonalisable dans R et les sous-espaces propres de A sont des
droites. M commute avec A et donc laisse stable les trois droites propres de A.
Ainsi, il existe une base de .#3 1 (R) formée de vecteurs propres de A est également une base de vecteurs propres
de M ou encore, si P est une matrice réelle inversible telle que P~! AP soit une matrice diagonale Dy alors pour la
méme matrice P, P~1 M P est une matrice diagonale D. De plus

+ivV2 0 0
M?=A&s PD*’P'=PDyP ' D*=Dys D= 0 FV3 0
0 0 +V6

Ce qui fournit huit solutions de I’équation matricielle M? = A.

Partie II

1. Pour tout nombre complexe A\, on a:

A—12 424 6+ 21 —6— 27
XA(A) = 6+ 27 A—3+ 58 3+1 Ci+<—Ci+Cy—0C;4
—6—2¢ 3+ A— 3+ 51

A+6i 6+2 —6-2i

= | A4+6i A—3+45i 3+4i | Ly L2— Ly et Ly < L3+ L
~A—6i  3+i  —3+45i

1 642 —6—2

= (A+6i)| 1 A—3+5i 3+i

~1  3+4i  —3+5i

1 642  —6-2i

= (A+6i)|0 A—9+3i 9+3i

0 9+3i A—9+3i

= (A+6i) [(A—9+3i)* — (9+ 3i)°]
= (A+6i)*(\—18)

D’ou Sp(A) = {—64, 18}.

Cherchons le sous-espace propre associé a la valeur propre —6:. On doit résoudre AX = —6iX et on trouve fois le
systéme :

(12 = 2i)z — (6 +29)y + (6 + 21)z = —6ix

—(6+2)x+ (3—-5i)y— (3+1i)z = —6iy

(6+2i)x — (3+149)y+ (3—5i)z —6iz
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4.

qui est équivalent a 2 — y + z = 0. Donc E_g;(A) est I'hyperplan d’équation 22 — y + 2z = 0, on obtient
E_gi(A) = Vect(V1, Va) ou ;) = (—1,0,2) et V5 = (1,2,0).

x
Pour la valeur propre 18, on résout 'équation AX = 18X avec X = y |. On trouve le systéme qui s’écrit
z
encore
r = —2y
z = -y
Ainsi, le sous-espace propre associé a la valeur propre 18 est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur V3 =
(2,—1,1).

En développant par rapport a la premiére ligne, on obtient det P = 6(bd —ac). Ainsi, P est inversible si, et seulement
si, bd # ac.

On remarque que les deux premiers vecteurs colonnes C; et Cy de P sont des vecteurs de 'hyperplan 2z — y + 2
définissant le sous-espace propre E_g;(A), le troisiéme colonne C5 est un vecteur propre associé a 18. Donc P est
la matrice de passage de la base canonique de C? a la base de vecteurs propre de A, d’ou :

—6i 0 0
PlAP=| 0 —6i 0
0 0 18

A étant diagonalisable, plus précisément A = PDP~!, avec D = diag(—6i, —6i, 18). Pour prouver l'existence
d’une matrice M telle que M 3 — A, I'idée est de d’abord faire la méme chose avec D. Mais si

iw, V6 0 0
N = 0 iwa V6 0
0 0 w3 V18

ot wy, € {1, 4,4} pour tout k € {1,2,3}, alors ona N> = D. Posons M = PNP~!. Alors
M? = PN*P~' = PDP7! = A.
(a) Soit M € .#,,(C) non diagonalisable. A étant diagonalisable et vérifie A = PDP ™!, donc :
M*=Ae M =PDP ' P'M?P=D& (P'MP)°=D

Sion pose N = P~'MP, alors M solution de (1) si, et seulement si, N3 = D.
ai;] a2 a3

Onpose N = | ag1 ag2 ag3 |, donc
az] as2 ass

aj; aiz ais a 0 0 a 0 0 ailp a1z ais
ND =DN < | ao1 aos a3 0 a 0]=(0 a O a1 G2 az3
az1 aszz azz) \0 0 f 0 0 B/ \as1 as2 ass
aiy a2 0
Donc nécessairement a13 = ags = az1 = aza = 0, N = [ a91 ass 0 | est donc M est semblable a une

0 0 ass
matrice de type précédent.

(b) Puisque N® = D, alors B> = —6il,, donc Sp(B) est contenu dans I’ensemble des racines troisiéme de —6i.
La factorisation du polynéme X* + 6i = (X — w)(X — wj)(X — wj?), ot w est une racine cubique de —6i,
entraine (B — wly)(B — wjly)(B — wj*ly) = 0.

(¢) L’un des facteurs dans le produit (B — wly)(B — wjIz)(B — wj2I,) = 0 est nécessairement non injectif, donc
I'une des valeurs w, wj ou wj? est une valeur propre de B.

La matrice B est annulée par un polyndme scindé a racines simples, donc elle est diagonalisable. Ainsi, N est
diagonalisable et M serait semblable a une matrice diagonale, donc diagonalisable ce qui est absurde.
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