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Devoir surveillé n◦04
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

Exercice :
1. La suite

(
(−1)n

λn+ 1

)
n∈N

est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. Donc la série de terme

général
(−1)n

λn+ 1
, n ≥ 1, converge en vertu du critère spécial aux séries alternées.

2. Pour tout n ∈ N,
∫ 1

0
tλndt =

1

λn+ 1

[
tλn+1

]1
0

=
1

λn+ 1
= (−1)nun.

3. Soit n ∈ N. On a :

n∑
k=0

(−1)k

λk + 1
=

n∑
k=0

(−1)k
∫ 1

0
tλk dt =

∫ 1

0

1− (−tλ)n+1

1− (−tλ)
dt =

∫ 1

0

1

1 + tλ
dt+ (−1)n

∫ 1

0

tλn+3

1 + tλ
dt.

Mais ∣∣∣∣(−1)n
∫ 1

0

tλn+3

1 + t3
dt

∣∣∣∣ =

∫ 1

0

tλn+3

1 + tλ
dt ≤

∫ 1

0
tλn+3 dt =

1

λn+ 4
.

On en déduit que (−1)n
∫ 1

0

tλn+3

1 + tλ
dt tend vers 0 quand n tend vers +∞ et donc que

+∞∑
n=0

(−1)n

λn+ 1
=

∫ 1

0

1

1 + tλ
dt.

4. • Pour S1 et S3 il su�t de prendre, respectivement, λ = 1 et λ = 2 :

S1 =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
=

∫ 1

0

dt

1 + t
= ln(2) et S2 =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=

∫ 1

0

dt

1 + t2
= [arctan(t)]10 =

π

4
.

• Calcul de S3 : On a S3 =
∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 1
=

∫ 1

0

dt

1 + t3
.

Calculons donc cette dernière intégrale.

1

X3 + 1
=

1

(X + 1)(X + j)(X + j2)
=

1

3

(
1

X + 1
+

j

X + j
+

j2

X + j2

)
=

1

3

(
1

X + 1
+

−X + 2

X2 −X + 1

)
1

3

 1

X + 1
− 1

2

2X − 1

X2 −X + 1
+

3

2

1(
X − 1

2

)2
+
(√

3
2

)2
 .

D’où :

S3 =

∞∑
n=0

(−1)n

3n+ 1
=

1

3

[
ln(t+ 1)− 1

2
ln(t2 − t+ 1) +

√
3 arctan

(
2t− 1√

3

)]1
0

=
1

3

(
ln 2 +

√
3
(π

6
−
(
−π

6

)))
=

3 ln 2 + π
√

3

9
.
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Problème :

1 Question préliminaire.

5. Il est clair que
∣∣∣1 +

z

a

∣∣∣ =
(

1 +
a

n

)2
+
b2

n2
. Pour le calcul de l’argument, on distingue plusieurs cas :

• Si (a, b) = (−n, 0) alors
(

1 +
z

n

)n
= 0 est de module nul mais on ne dé�nit pas son argument (ou, alter-

nativement, son argument est quelconque).

• Si a = −n et b > 0 alors
(

1 +
z

n

)n
=

(
b

n

)n
ei
nπ
2 . Comme

(
b

n

)n
> 0, c’est la forme géométrique (avec le

module et l’argument).

• Si a = −n et b < 0 on écrit de même
(

1 +
z

n

)n
=

(
−b
n

)n
e−i

nπ
2 . Comme

(
−b
n

)n
> 0, c’est la forme

géométrique (avec le module et l’argument).

• Sinon, on a 1 +
z

n
=
∣∣∣1 +

z

n

∣∣∣ eiθn avec tan(θn) =
b

n+ a
et
(

1 +
z

n

)n
= |z′|neinθn . Pour expliciter θn, on

doit encore distinguer deux cas selon le signe de la partie réelle de z′.

• Si a > −n alors θn = arctan

(
b

n+ a

)
.

• Si a < −n alors θn = π + arctan

(
b

n+ a

)
.

6. Soient a et b étant f, pour n assez grand on a a > −n. Ainsi, en posant rn =

√(
1 +

a

n

)2
+
b2

n2
et θn =

arctan

(
b

n+ a

)
on a

∃n0/ ∀n ≥ n0,
(

1 +
z

n

)n
= rnne

inθn

Remarquons que

rnn =

(
1 +

2a

n
+ o

(
1

n2

))n/2
= exp

(
n

2
ln

(
1 +

2a

n
+

(
1

n2

)))
= exp

(
a+

(
1

n2

))
→

n→+∞
exp(a)

nθn ∼
n→+∞

bn

a+ n
→

n→+∞
b

On en déduit que
lim

n→+∞

(
1 +

z

n

)n
= eaeib = ez

2 Matrices antisymétriques réelles d’ordre 2 ou 3.

7. On a
(
I2 +

A

n

)
=

 1
−α
nα

n
1

 a ses deux colonnes normées et orthogonales, donc si on pose βn =

√
1 +

α2

n2
,

alors βn est élément de R+∗ et est donc
1

βn

(
I2 +

A

n

)
dans O2(R). Comme son déterminant vaut 1, c’est même

un élément de SO2(R) :
1√

1 + α2

n2

(
I2 +

A

n

)
∈ SO2(R)
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8. Comme
(

1

βn
,
α

nβn

)
est un vecteur unitaire, il existe un unique θn ∈]− π, π] tel que

cos(θn) =
1

βn
et sin(θn) =

α

nβn

et on a alors
1

βn

(
I2 +

1

n
A

)
=

(
cos(θn) − sin(θn)
sin(θn) cos(θn)

)
Comme

1

βn
> 0, on peut a�rmer (comme en question 1.A) que

θn = arctan
(α
n

)
9. On a alors (la composée de n rotations d’angle θ étant la rotation d’angle nθ)

∀n ∈ N∗,

(
I2 +

A

n

)n
= βnn

(
cos(nθn) − sin(nθn)
sin(nθn) cos(nθn)

)

Or, βnn =

(
1 +

α2

n2

)n/2
= exp

(
n

2
ln

(
1 +

(
1

n2

)))
= exp

((
1

n2

))
→ 1 et nθn ∼

n→+∞
n
α

n
= α. Ainsi

E(A) = lim
n→+∞

(
I2 +

A

n

)n
=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
C’est la matrice de rotation d’angle α.

3 Exponentielle de matrices diagonalisables.

10. Notons δ1, . . . , δp les coe�cients diagonaux de D. On a D = diag(δ1, . . . , δp) et

∀n ∈ N∗,

(
Ip +

D

n

)
= diag

(
1 +

δ1
n
, . . . , 1 +

δp
n

)n
= diag

((
1 +

λ1
n

)n
, . . . ,

(
1 +

λp
n

)n)
La question préliminaire indique que lim

n→∞
(1 +

λk
n

)n = eδk et ainsi

E(D) = diag(eδ1 , . . . , eδp)

E(D) est diagonale à coe�cients diagonaux non nuls et est donc inversible :

E(D) ∈ GLp(K)

11. Notons λ1, . . . , λk les valeurs propres deD deux à deux distinctes ( { λ1, ..., λk } = { δ1, ..., δn } chaque δi est un
certainλj). D’après le théorème d’interpolation de Lagrange, il existe un (unique) Q ∈ K[X] de degré≤ k− 1 tel
que ∀j, Q(λj) = edj . On a alors ∀j, Q(dj) = edj et

Q(D) = diag(Q(d1), . . . , Q(dp)) = E(D)

12. Tout d’abord,E envoie bien les éléments de ∆ dansGLp(K). De plus, siA = diag(a1, . . . , ap) etB = diag(b1, . . . , bp)
sont dans ∆, on a

E(A+B) = E(diag(a1 + b1, . . . , ap + bp))

= diag(ea1+b1 , . . . , eap+bp)

= diag(ea1eb1 , . . . , eapebp)

= diag(ea1 , . . . , eap)diag(eb1 , . . . , ebp)

= E(A)E(B)

E est donc bien un morphisme de groupes de (∆,+) dans (GLp(K),×).
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13. Par hypothèse, il existe une matrice inversible P ∈ GLp(K) et une matrice D ∈ ∆ telles que P−1AP = D. On

a alors Ip +
1

n
A = P

(
Ip +

1

n
D

)
P−1. Comme (PMP−1)k = PMkP−1 (récurrence sur k) on en déduit que

(
Ip +

1

n
A

)n
= P

(
Ip +

1

n
D

)n
P−1

On vient de voir que lim
n→∞

(
Ip +

1

n
D

)n
= E(D) et on sait que M 7→ PMP−1 est continue ( linéaire en

dimension �nie ). On en déduit que E(A) existe et que

E(A) = PE(D)P−1

14. Le déterminant étant un invariant par similitude, on a det(E(A)) = det(E(D)). En notant d1, . . . , dp les coe�-
cients diagonaux de D, on a

det(E(D)) =

p∏
k=1

edk = e

p∑
k=1

dk
= eTr(D)

En�n, la trace étant un invariant de similitude, D et A ont même trace et �nalement

det(E(A)) = eTr(A)

15. On a encore xIp +A = P (xIp +D)P−1 et donc, par le même calcul ( xIp +D étant diagonale)

E(xIp +A) = PE(xIp +D)P−1

Avec le morphisme évoqué dans la question 8., on a aussi E(xIp +D) = E(xIp)E(D) et, avec 3.A.1, E(xIp) =
exIp. Ainsi

E(xIp +A) = P (exIpE(D))P−1 = exPE(D)P−1 = exE(A)

16. Comme uA et uB commutent, tout sous-espace propre pour uA est stable par uB (c’est un résultat du cours).
Notons λ1, . . . , λk les valeurs propres deA deux à deux distinctes etE1, . . . , Ek les sous-espaces propres associés.
Ej étant stable par uB , uB induit un endomorphisme vj sur Ej . Or, la restriction à un sous-espace stable d’un
diagonalisable est diagonalisable (autre résultat du cours) et vj est donc diagonalisable. Il existe une base Bj de
Ej formée de vecteurs propres pour vj et donc pour uB . De plus, les éléments de Bj sont dans Ej et sont donc
aussi des vecteurs propres pour uA.
Comme A est diagonalisable, les Ej sont supplémentaires dans Kp et la concaténation B des Ej est une base de
Kp. On a vu qu’elle est formée de vecteurs propres pour uA et uB . Dans cette base, uA et uB sont représentés par
des matrices diagonales.
Matriciellement, ceci signi�e que si P est la matrice de passage de la base canonique à la base B alors P−1AP et
P−1BP sont diagonales

17. On a alors P−1(A + B)P qui est diagonale et E(A + B) existe. De plus, en notant DA = P−1AP et DB =
P−1BP , on a P−1(A+B)P = DA +DB et

E(A+B) = P−1E(DA +DB)P

Toujours avec le morphisme de la question 8., on conclut que

E(A+B) = P−1E(DA)E(DB)P = P−1E(DA)PP−1E(DB)P = E(A)E(B)

En�n, comme DA +DB = DB +DA, on peut reprendre ceci pour obtenir

E(A+B) = P−1E(DB)E(DA)P = E(B)E(A)
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4 Exponentielle de matrices nilpotentes.

18. (a) Soit j ∈ [[1, k]], si x ∈ ker(Aj−1) alors Aj−1x = 0 et donc, en composant par A, Ajx = A0 = 0 ce qui
montre que x ∈ ker(Aj). On a donc ker(Aj−1) ⊂ ker(Aj).
Supposons, par l’absurde, que l’on ait une égalité. Soit alors x ∈ Cp ; on a 0 = Akx = AjAk−jx et donc
Ak−jx ∈ ker(Aj). Avec l’hypothèse faite, Ak−jx ∈ ker(Aj−1) et donc Ak−1x = 0. Ceci étant vrai pour tout
x, on a Ak−1 ce qui est une contradiction avec l’hypothèse sur A.
Ainsi, pour tout entier j tel que 1 ≤ j ≤ k, ker(Aj−1) est inclus strictement dans ker(Aj).

(b) La suite (dim(ker(Aj)))0≤j≤k est ainsi strictement croissante et on montre par récurrence que ∀j ∈ [[0, k]],
dim(ker(Aj)) ≥ j. Comme ker(Ak) ⊂ Cp, on a donc

k ≤ dim(ker(Ak)) ≤ p

19. Comme A et Ip, on peut utiliser la formule du binôme pour calculer (Ip + A/n)n. Comme les puissances de A
sont nulles à partir du rang k, il ne reste plus que k termes dans la somme (quand n ≥ k − 1 :

∀n ≥ k − 1,

(
Ip +

1

n
A

)n
=

k−1∑
j=0

(
n

j

)
1

nj
Aj

En remarquant que
(
n

j

)
=
n(n− 1) . . . (n− j + 1)

j!
∼

n→+∞

nj

j!
, on voit que

(
n

j

)
1

nj
Aj →

n→+∞

Aj

j!
. Ainsi E(A)

existe et

E(A) =
k−1∑
j=0

1

j!
Aj

Le polynôme Q =
k−1∑
j=0

Xj

j!
convient.

20. Ip +
B

n
et
A

n
commutent et la formule du binôme donne(

Ip +
A+B

n

)n
=

(
Ip +

B

n
+
A

n

)n
=

n∑
j=0

(
n

j

)
Aj

nj

(
Ip +

B

n

)n−j
Comme Ak = 0, les termes d’indice ≥ k dans la somme sont nuls et il reste

∀n ≥ k − 1,

(
Ip +

A+B

n

)n
=

k−1∑
j=0

1

nj

(
n

j

)
Aj
(
Ip +

B

n

)n−j

On a déjà vu que lim
n→∞

1

nj

(
n

j

)
=

1

j!
. L’énoncé admet que lim

n→∞

(
Ip +

B

n

)n−j
= E(B). Comme il y a un nombre

constant (indépendant de n) de termes, les théorèmes d’opération donnent

lim
n→+∞

(
Ip +

A+B

n

)n
=

k−1∑
j=0

1

j!
AjE(B)

Avec la formule vue plus haut pour E(A), on a donc E(A+B) qui existe et

E(A+B) = E(A)E(B)
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21. On utilise la formule précédente avec B = xIp (qui commute avec A et telle que E(xIp) = exIp) ce qui donne

∀x ∈ C, E(xIp +A) = E(A)E(xIp) = exE(A)

22. A étant nilpotente elle est annulée par Xk qui est scindé. Ainsi, A est trigonalisable et 0 est son unique valeur
propre. Il existe une matrice inversible P telle que P−1AP = T soit triangulaire supérieure stricte. On a alors
Aj = PT jP−1 et (en utilisant la fomule vue plus haut pour E(A) valable aussi pour E(T ) car T est nilpotente
aussi)

E(A) =

p−1∑
j=0

Aj

j!
= P

p−1∑
j=0

T j

j!
P−1 = PE(T )P−1

ou encore E(A)− Ip = P (E(T )− Ip)P−1. E(A)− Ip est donc semblable à

E(T )− Ip =

p−1∑
j=1

T j

j!

Les Tj pour j ≥ 1 étant strictement triangulaires supérieures,E(T )−Ip l’est aussi.E(T )−Ip est donc nilpotente
et E(A)− Ip l’est donc aussi (le caractère nilpotent est un invariant de similitude).

5 Cas général.

23. A étant dans Mp(C), χA est un polynôme de degré p et le résultat demandé est celui de la division euclidienne
de Pn par χA.

24. Comme P ∈ C[X] 7→ P (A) est un morphisme d’algèbre, on a Pn(A) = Qn(A)χA(A) +Rn(A). Or, le théorème
de Cayley-Hamilton indique que χA annule A et ainsi

Pn(A) =

(
Ip +

A

n

)n
= Rn(A)

E(A) existe donc si, et seulement si, (Rn(A)) converge (et est alors égal à sa limite).

25. Fixons x ∈ C et q ∈ [1, p]. Supposons que
q−1∑
i=0

αi(xIq + Jq)
i = 0. Par formule du binôme, on peut développer

(xIq + Jq)
i puisque Iq et Jq commutent. On obtient alors, en inversant les sommes

0 =

q−1∑
i=0

αi(xIq + Jq)
i =

q−1∑
j=0

q−1∑
i=j

(
i

j

)
αix

i−j

 J jq

On montre que J jq =

p−j∑
k=1

Ek,k+j (la diagonale de 1 remonte quand la puissance augmente). La nullité de la matrice

ci-dessus se traduit donc par

∀j ∈ [0, q − 1],

q−1∑
i=j

(
i

j

)
αix

i−j = 0

Pour j = q− 1, on obtient αq−1 = 0. Pour j = q− 2 on obtient alors αq−2 = 0 et on poursuit ainsi pour montrer
la nullité de tous les αi. On en déduit que la famille proposée est libre.

26. XIp −B est diagonale par bloc et on peut utiliser la formule des déterminants bloc-diagonaux pour obtenir

χB(x) =
k∏
j=1

det((λj −X)Inj + Jnj )
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(λj − X)Inj + Jnj est triangulaire supérieure et son déterminant est le produit de ses coe�cients diagonaux.
Ainsi,

χB(x) =

k∏
j=1

(λj −X)nj

χB possède donc les même racines complexes que χA avec les mêmes ordres de multiplicité. Comme les deux
polynômes ont même coe�cient dominant (−1)p, on a donc

χB = χA

27. On sait que l’on peut faire du calcul par blocs avec les matrices pourvu que les tailles des blocs le permettent. En
particulier si M = diag(M1, . . . ,Mk) et M ′ = diag(M ′1, . . . ,M

′
k) avec Mi et M ′i qui dont des blocs carrés de

même taille, alors MM ′ = diag(M1M
′
1, . . . ,MkM

′
k). En itérant cette propriété, on a M j = diag(M j

1 , . . . ,M
j
k)

pour tout entier naturel j. Ceci donne directement le résultat demandé.
28. a) En combinant linéairement les égalités de la question précédente, on obtient que

∀P ∈ C[X], P (B) = diag(P (λ1In1 + Jn1), . . . , P (λkInk + Jnk))

Soit P ∈ C[X] non nul et qui annule B. Il existe des αi ∈ N et un polynôme Q dont aucun des λi n’est
racine tels que

P = Q(X)
k∏
i=1

(X − λi)αi

Comme aucune des racines complexes de Q n’est valeur propre de A, Q(A) est inversible et donc P̃ =
k∏
i=1

(X−λi)αi annule aussiA (0 = P (A) = P̃ (A)Q(A) et on peut multiplier parQ(A)−1 qui est inversible).

P̃ annulant B, il annule chaque λjInj + Jnj . Comme λj est l’unique valeur propre de λjInj + Jnj (matrice
triangulaire dont on lit les valeurs propres sur la diagonale) on va obtenir comme ci-dessus que (X − λj)αj
annule λjInj + Jnj c’est à dire que Xαj annule Jnj . Avec le calcul fait plus haut des puissances de Jnj , on
obtient que αi ≥ ni.
Finalement, P̃ est de degré α1 + · · ·+ αk ≥ n1 + · · ·+ nk = p et c’est a fortiori le cas pour P .
On a montré qu’un polynôme annulateur non nul de la matrice B est de degré ≥ p.

b) Supposons
p−1∑
i=0

βiB
i = 0, le polynôme

p−1∑
i=0

βiX
i annule donc B et est dans Cp−1[X]. Avec la question

précédente, c’est le polynôme nul et les βi sont nuls. Ceci signi�e que la famille {Bi, 0 ≤ i ≤ p − 1} est
libre.

29. Comme expliqué plus haut, on a

Pn(B) = diag(Pn(λ1In1 + Jn1), . . . , Pn(λkInk + Jnk))

Comme chaque Jnj est nilpotente, on peut utiliser la partie 4 pour dire que lim
n→∞

Pn(λjInj + Jnj ) = eλjE(Jnj ).
Ainsi, (Pn(B)) converge et

lim
n→+∞

Pn(B) = diag(eλ1E(Jn1), . . . , eλkE(Jnk))

30. Comme χA = χB alors on a Pn = QnχB + Rn et on sait donc que (Rn(B)) converge. On veut en déduire que
(Rn(A)) converge. Rn étant dans Cp−1[X] peut s’écrire

Rn =

p−1∑
k=0

αk(n)Xk
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et on a

Rn(B) =

p−1∑
k=0

αk(n)Bk

La famille (Bi)0≤i≤p−1 étant libre, on peut la compléter en une base C deMp(C). (Rn(B)) étant convergente,
elle l’est (on est en dimension �nie où toutes les normes sont équivalentes) au sens de la norme in�nie associée
à C. Ceci revient à dire que les suites coordonnées dans cette base sont convergentes (dans C). Ainsi, pour tout
i ∈ [0, p− 1], la suite (αi(n))n∈N converge. Notons γi ∈ C sa limite. On a alors

lim
n→∞

Rn(A) =

p∑
k=0

γkA
k

et on a prouvé la convergence voulue.
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