DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°05
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice :
1. (a) Pourtoutz € R® ona:
02(z) = 04(2(z]a)a — x) = 2(z]a)o.(a) — ou(z) = 2(z]a)a — (2(z|a)a — ) = =,
donc 02(z) = Idgs.
Siz € Rat et non nul, 0q(z) = —x donc o, # Idgs.
(b) Soit 2 € R3, alors
x € ker(oq — Idgs) & = = 2(z|a)a < = € Ra.

Donc ker(o, — Idgrs) = Ra. Et

x € ker(o, + Idgs) < (z]a) =0 < 2 € Ra™.

Donc ker(oq + Idgs) = Ra™t.

(c) Puisque o, est une symétrie vectorielle et ker(o, + Idrs) = ker(oq — I dRs)l, alors o, est la symétrie ortho-
gonale par rapport a la droite ker(o, — Idgrs) = Ra.

(d) Comme Vect(a) et Vect(a)" sont deux sous-espaces orthogonaux de R? qui est de dimension finie, alors R® =
Vect(a) @ Vect(a)*.
Soit (u, v, w) une base orthonormée de R? adaptée 4 la décomposition R = Vect(a)@ Vect(a)t. Ona o, (u) =

u, 0q(v) = —v et o,(w) = —w, donc
1 0 0
Mat(u7v7w) (Ua) =0 -1 O
0 0 -1

On a det(o,) = det(Mat(u, v, w)(o,) = 1.
04 est une symétrie orthogonale, donc o € &(R?). Comme det(c,) = 1 alors o, € SO(R?).
2. Soitr € SO3(R) et a € R? unitaire. Pour tout 2 € R3, ona:

7o (@) = 0u (7 (@) = 267 (@) a)a — 17 a) = 2Aalr(a))a — 7 (@),
donc
00,0 r_l(x) = 2(z|r(a))r(a) —ro 7”_1(1’) = 2(z[r(a))r(a) — 2 = U”(“)(m)'
D’ou
1

TO00,O0T T = Op(q)-

3. Soit (u, v, w) une base orthonormée de R?. Pour tout z € R3, ona z = (z|u)u + (z|v)v+ (z|w)w puisque (u, v, w)
est une base orthonormée de R3.
Donc oy, 0 0y (2) = oy (0y(2)) = 2(0y(z)|u)u — oy (). Or,

(ov(@)u) = 2(v|z)v — zlu) = 2(v]z)(v]u) - (2|u) = —(2|u)
1l vient,
ou 0 0y(x) =z = 2((zlu)u + (z|v)v) =z — 2(x — (z|lw)w) = 2(x|w)w — x = oy (z).

D’ou:
0w O 0y = Oy

Année scolaire 22/23 1/7 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Probléme :

Partie I : Préliminaires

1. Calcul de I,
(a) Appliquons le théoréme de continuité sous signe intégrale.

h: Rx[0,400] — R
Soit la fonction e—(1+t2)§
t -

e Vz € R, t — h(x,t) est continue par morceaux sur |0, +00].
oVt € [0,400[, z — h(x,t) est continue sur R.

oV(z,t) € R x [0, +00],

Ainsi, .% est continue sur R.

h(z,t)] < e et la fonction majorante est intégrable sur [0, +oo|.

_ 22

D’autre par, 0 < h(z,t) < 16T2t2 pour tout (z,t) € R x [0,+o00[. Donc, par intégration, 0 < .F(x) <
—z2 oo dt T —2?
2 = —e 2 . Donc on peut déduire que lim .Z(x)=0.
2 T—+00
h: Rx[0,400] — R
(b) Soit la fonction e (1+2) 2
(z,1) =

1+ 2
oYz > 0,t+ h(x,t) est continue par morceaux sur [0, +00] et intégrable sur [0, +00].
eVt € [0, +o0|, x + h(z,t) est de classe € sur ]0, +-oc[ et 'on a :

z2
V(@ 1) € R x [0, +oo], %Z(m,t) — gy

oh
o Vx> 0,t+— ——(x,t) est continue par morceaux sur [0, +oo].

oh
%(.%',t)

Ainsi, .Z est de classe € sur |0, +oo[ et 'on a Va > 0,
+oo o\ 22 2 too 2,2
F'(z) = —x/ eI Tt = —xe2/ e 2 dt
0 0

En utilisant le changement de variable u = zt, on obtient :

a2
e Si [a, b] C]0, 400, < be~ (") et la fonction majorante est intégrable sur [0, +oo.

, oo 2 _2
ff(a:):—e2/ e2 du=—-ae2 .
0

xT
Donc, pour tout x > 0, F(x) = / F'(t)dt + cte = —a/ ez dt + cte. Or .# est continue en 0, alors
0 0

oo qt T —t2
F(0) = cte = =5.D == 2dt+ 5
(0) = cte /0 iy ou .7 (x) a/oe +2
2
(c) On a, Vx > 0, Z#(x) g / ¢ 72 dt. En faisant tendre = vers 00, on obtient 0 = g — a? et comme

o > 0, alors o = \/g D’ou:
“+o00 g2 1 “+o0 2
Je 2 dt = / e2 dt=1.
L \/ / V21 )

e+

+oo +oo
= d e Hdt = ||f ]
|ff|<f/ t<r/ | Flloce ™ dt = | £]
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2. (a) Sif e %(R)alors < |[flloce ™2 et la fonction majorante est intégrable sur R, donc I existe et on

a:
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i (G(R), o) = (R, |- !)
—t2 est linéaire ( par linéarité de I'inté-

+oo
f — If—\/%/ dt

grale ), de plus |If| < || f||co- Donc 7 est continue et comme H = kery = ! ({0}), alors 7 est un fermé de
%»(R) comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

L’application

2

42 42 1 -
(b) Pour toutn € N, fn(t)e% = t2e 2 =0 <t2>’ donc la fonction ¢ — fn(t)eTt est intégrable sur R, donc
o

I, existe. A I'aide d’une intégration par parties, on a :

1 too om —¢2
I = — t“"e 2 dt
fa o / N

+
= [1 2l = ]00

oo 2n+1\/27r/

—t2
2n+1 )e7dt

2n+1
_ 1 1/ 2, =L g
2n+1+2n
1
T e
On montre par récurrence sur n € N que Iy, = (227:;)" Eneffet, I;) = I. = letsi Iy, = (22732!! alors
(2n)! (2n+2)! (2(n+2))

1 = (2 Iy =2 1 = = )
fur = @t Dy, =2n+ 2nnl (2n42)27n! 27t (n 4+ 1)!

o0
_1)n
(c) Puisque f est bornée, alors Iy est bien défini. On a cos(nt) = Z ((2 ;' Tengn pour tout t € R, donc :
n)!
n=0

S ) -
ou hy(t) = ((;73?'1 w2nne _52.

Les fonctions h,, sont continues par morceaux et intégrables sur R. La série g hy, converge simplement vers
neN

42
x +— cos(mt)e 2 qui est continue par morceaux sur R et la série numérique E / hy(t)|dt converge
neN*

+o00 2N 2n
puisque / |y (t)]|dt = @ )‘I fn = qui est le terme général d’une série convergente. Donc on peut
n)!

oo 2nn!

intégrer terme a terme la série :

_a2\"
/ :i/*Jrooh (t) _Z n2n imzef
f oy QU JRSS " 2”n' n! )

3. Calcul de I,
(a) Puisque xErJrnoo f(x) = [ alors IETOO |f(x)] =
||f(x)] — ||| £ 1.Donc |f(z)| < || + 1 des que = > A.
Par ailleurs f est continue sur le compact [0, A], donc il existe & > 0 tel que Vx € [0, A], | f(z
Va € [0, +o0], |f( )| < max (|l| + 1, K) et donc f est bornée sur [0, +00].

,ilexiste A > Otelque z > A =

)| < K. Ainsi,

) 1 = 1+82\ -2 ELAN PP
(b) On a ¥'(t) = —|— - = 2 ez ~oeT. D’autre part, par le théoréme d’intégration des
o0
relations de comparalson, on en déduit que
2 [T _2 +o00 22 1
B, () :ez/ et ~ o / V)t = 5 (W] = L.
z +o0 x x
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1
(c) Comme @, est continue sur Ry et lim ®.(z) =0 (car ®.(xr) ~ — ), d’apres 3 (a), il existe M > 0 tel que
T—+00 +oo T

Vo € Ry, |Pe(z)| < M.
De méme pour la fonction z — z®.(x).

Partie II : Un endomorphisme de %;(R)
2
4. (a) Puisque f est bornée sur R, la fonction ¢ — f(t)e 2 est intégrable sur [z, +o0c[, donc @ est bien définie
pour tout x € R.
Pour toutz € R,ona:

22 +o00 ;tz
1B7(2)] < Il / e dt = || flloo®e () < M| flluo

xr
et

22 too 2
2@ ()] < || lore / ¢ dt = || flloca®e(z) < M| fllc

T
+oo

(b) Si f € S alors /

T

42 €z 42
f(t)eTtdt = —/ f(t)eTtdt. Par suite

Py(—z) =e : /+OO f(t)e%ﬁdt S /_x f(t)e%tzdt . /_x f(t)e_Tﬁdt

—00

Par le changement de variable v = —t, on obtient

22 +oo w2
Qp(—x) = —62/ f(—uw)e2 du = —@f(x).

Donc pour z € RT
@5 ()]

1 +@)] < M| flloo = M| e
et

| = 2®@p(—2)| = [2@p(x)] < M'[| oo
Ce qui donne les majorations demandées sur R.

5. Pour f € 6,(R) ett € R, |f(t) —I¢| < |f(t)|+|If] < 2| f| x> donc pour z € R,
2M || f oo et de méme |z (x)| < 2M'|| f||co-

T(f)(x)| < M|[f —Igelloo <
400 42 22
De plus T’ est continue puisque 'application = +— ((f(t)—1If)e 2 dt est dérivable et'application x + e 2

x
est continue. Comme elle est bornée, Ty € 6;(R).

T est clairement linéaire, 7" est bien un endomorphisme continu de %(R) puisque ||T%|cc = sup |T¢(z)| <
zeR

2M || floo-
+o0 42
6. (a) On a T} est le produit de deux fonctions de classe €. L’application = + / ((f(t) — Ip)e 2 dt est
x
g2
dérivable de dérivée x — (—f(x) + If)e 2, donc

Ve e R, Ti(x) = 2Ty(x) — f(x) + 1.

22

(b) La solution de I’équation homogéne est donnée par y;(z) = ce 2, de plus T est un solution particuliére,
IZ
d’oui la solution générale x — ce = + 1.
7. Pour z € R, T}(z) = 2Ty (x) — f(x) + Iy et donc |T}(z)| < [aTy(z)| + | f(x)| + ;] < 2(M" +1)]| f||oo- Ceci
montre que Ty € % (R) pour tout f € €, (R).

L’application T n’est pas surjective, par exemple I'application f : = — cos(x?) est dans €, (R)) mais sa dérivée
f": & — —2xsin(z?) n’appartient pas a ¢, (R).
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Partie III : Etude spectrale de T

22 +00 2
8. Onremarque que Vo € R, Te(z) = e2 / (1— Ie)eTt dt = ®.(z) — I[P (x) = 0. Donc 0 est une valeur propre
de T et e est un vecteur propre associé. ’
Si f est un vecteur propre associé 4 0, alors Vo € R, 0 = f(x) — Iy = 0 etdonc f = Iy, c’est-a-dire f est constante.
D’ou Eg(T") = ker(T") = Vect(e), I'espace des fonctions constantes.
9. Soit \ une valeur propre de T alors il existe f € ¢;(R) non nulle telle que 7y = A f. Comme

Ve e R, |Ty(z)] = [A|f(2)] < 2M||f]loo,

d’ou |al]| flleo < 2M || f||co ce qui donne |A| < 2M.
10. (a) Pourtoutz € R, [S(f)(x) — S(g9)(x)| = |A|T(x) — Ty(x)| < 2MIA|||f — glloc et b =2M || < 1.
(b) Soitz € R,ona |fi(x) — fo(z)| = |h(x)| < ||h|lcc- Supposons la propriété vraie a 'ordre n. On a :

| fav2(@) = far1(2)] = 1S(far1) (@) = S(fu) (@)] < kll far1 — falloo < K" A]loc.

Comme la série géométrique E k™ converge, on en déduit la convergence normale et donc uniforme de la
neN

série Z (fo+1 — fn)-

nelN
n

(c) Soit f la somme de cette série, alors Vx € R, f(z) = lim Z(fk+1 — fx) = lim f,(x). Par suite f est limite
n—oo n—oo

k=0
uniforme de la suite de fonction (f;,)neN-

Comme S(fp) = fny1 et 1i_>m S(fn) = li_>m (h 4+ AT},) = h+ XT. Par continuité de 'endomorphisme 7', on
en déduit que h + ATy = f.

Partie IV : Restriction de T 4 6, (R)

11. On sait que Vo € R, Tj(x) = 2Ty(x) — f(x) + Iy, donc si f € %} () alors T est ¢! sur R et donc Tf (z) =
Ty(x) +2T(x) — f'(o).
12. Soit x € R, d’aprés la question précédente on a :

|TF ()| < |Ty(2)| + [2T¢(2)| + |f'(2)] < 2M | flloc + CLN(f) + |/ o0 < (max(2M, 1) + C1)N(f)

D’aprés I'inégalité des accroissements finies appliquée a T]/c on a l'inégalité

|TH(z) = T}(y)| < ON(f)lz —yl.
La formule de Taylor-Lagrange assure I'existence d’un élément c entre x et y vérifiant :
(z—y)*
Ty(x) = Ty(y) + (x = y)Tp(y) + 5T (e).
Donc

CN(/f)
2

YR C )
|Tr(x) = Ty (y) = (@ = y)T3(y)| = =5 Tf ()] <

Partie V : Applications

(x —y)*

1 1 <
%E(Sn) =7 ; E(Xy) = 0.

De méme, V(X,,) = E(X?) — E(X,)*> = E(X?) = 1, puis par indépendance des Variables_Xn, onaV(M,) =
1 n
— g V(X)) = 1.
n
k=1

Soit ¢ > 0. La variable aléatoire M,, admet une variance finie, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on
obtient :

13. Pour tout n € N, E(X,,) = 0, puis par linéarité de I'espérance E(M,,) =

p (M| = €) = p (1M, — E(M,)| > &) < Vg‘jn) - L
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X, +1 5
(2) = {0, 1}. Par conséquent, Z + n2+ "o
=1

Xi+1 1 Xi+1
une variable aléatoire a valeurs dans [0, n]. De plus p < l; = 0) =p(X; =-1) = 3 etp ( Z; = 1) =

14. Ona X;(Q) = {—1,1},donc X; +1(2) = {0,2} et Xi;‘ 1

1 S,

p(X; = 1) = B donc chaque suit une loi de Bernoulli de paramétre p = 3 et par suite n;_ -

n

Xi+1 1 1

Z ( Z2+ ) suit une loi binomiale de paramétres n et p = 3" B <n, 2>.

=1

Sp+n .Y

On a donc (Q) = [0, n] implique S,,(Q) = {2k —n | k € [0,n] } et pour tout k € [0, n],

s momp(3520) - (3 () -6 )

15. D’apres I'égalité (1) avec & = M, ona — f (M) + Iy = T;(M,) — M, T;(M,). Par linéarité de I’espérance, on en
déduit que
Iy — E(f(My)) = E(T}(My)) — E(My)) — E(MT(f)(Mn)).

16. En utilisant 'inégalité (3) avec x = M,, ety = M, ;,ona

X CN(f)
Ty(My) — Ty (My) — —=Tj(Mp,)| < Xil*.
7/00) - 75 ) - Sz30,0] < S
En multipliant par | X;| on obtient I'inégalité demandée.
X7 CN(f) + 3
M) — X;Ty (My ;) — —=T¢(My, ;)| < X;
(04,) - X1y (01,0) - SEyn0)| < G
Comme E(X;T§(M,, )) = E(X;)E (Ty(My;)) = 0, car les variables X; et Tt(M,, ;) sont indépendantes puisque
Sp — X
M,,; = —" X, et E(X;) = 0.De plus E(X?) = 1, donc
VRRDD
E XET(M D)) = E(X}E LT’(M ) —LE(T’(M )
Vi VT AV A
on obtient
X2 X?
5 (a0 — X1y - Ter00,0)| < B (o) - xay0n,) - Je1i01,0))
f f
CN(f
< DU g
n
et donc . ON(f)
E(X,Ts(M,)) — —E (T (M,))| <
BT 08) - =B (100)] < S
car E (| X;)%) = 1.
17. On a
1 n / n X, 1 n ,
E(MTy(My)) = =3 B(Ty(My)) = Y B (ZZTp(Mn) ) = =3 B (Th(Mn,)
[t i=1 v s
1 n
= — [ [ D EXiTy( ) Y E (T} )
\/ﬁ ((zl
Par suite
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18. En utilisant I'inégalité (3), on apour tout 1 <i < n

ITH(M,) — Th(M)| < CYDIX

3

On appliquant I'espérance on obtient

CN(HE(Xil)

B (T3 (M) = E (T3 (My)) | < N

n

ZE (T}(Mn)) - F (T}(Mn,l))
i=1

1

n

B (TH(M,)) — % Y E (T}(Mn,@-))‘ —
i=1

19. On écrit :

[E(f(My)) — 1|

‘E (TJI”(Mn) - Man(Mn))‘

< B 0) — 3 BT 0M0) |+ [BOLT; (M) - = S BT (M)
=1 =1
3CN ()
< S

D’ou nh—>Holo E(f(My)) =1y = \/12? /Rf(t)efdt.

20. On pose f(z) = cos(mx). Par le théoréme de transfert,

sron) = B(f(5%))
_ ki:ocos<7r<2k\/_ﬁn))p(5n:2k—n)
e (%52)

S . 1 G 2k —n 2
D’apreés les questions 19. et 2.(c), on a nl;rgo on ; Cn cos (77 ( )) =If=ez2.

vn
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