DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°01
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice I
1 = =z 1 2 2 1 z+2 z+2+2¢
.SiA=10 1 y|letB=1|0 1 4| sontdeuxélémentsde G, alors AB = |0 1 y+y est
0 0 1 0 0 1 0 0 1
bien un élément de GG. Donc G est stable par la multiplication.
1 = =2
. Nestclairque I3 € G.DeplussiA = |0 1 y | estun élément de G, les calculs précédents montrent que
0 0 1
1 —x —z+4+2zy
At =(0 1 —y et donc que A~ est un élément de G. Ainsi (G, x ) est un sous-groupe de GL3(R), x ).
0 0 1
1 =z =z
Soit A= |0 1 y| € G. Alors A commute avec tous les éléments de G si et seulement si, pour toute matrice
0 0 1
1 2 2
M= (0 1 % |,AM = MA. Le seul coefficient qui différe entre AM et M A est le coefficient d’indice (1, 3)
0 0 1
(la premiére ligne de la troisiéme colonne ), et on trouve AM = M A < zy' = 'y. Choisissant ¢/ = 1 et 2’ = 0,
on trouve x = 0 puis choisissant 2’ = 1 et 4/ = 0, on trouve y = 0. Réciproquement, si = y = 0, on a bien

AM = MA.D’ou:

1
C = 0 z€R
0

O = O
—= O W

Exercice II

. L’application det est un morphisme de groupes de (GL,(R),.) dans (R*, x), donc SLy(R) = det™! ({1}) est un
sous-groupe de GLy(R), en particulier SLo(R) est stable par multiplication.

SiM = < Z Z ) €SLy(R) et z € H,ona:
az+b  (az+b)(cz+d  aclz?|+bd+ (a+ )z + iy
cz+d  ez4d?| lcz +dJ?
b I
En particulier, on a Im (Zj i— d) = |C:1—|(—z;2 est strictement positif, donc H est stable par ¢y.

o [oz = 10 z—ﬂ—z
22710 1 T0+1

eSi M = < a b ) et N = ( @2 22 > sont deux éléments de SLy(R) et si z € H, alors
2

c1 di 2
a2z+bso
alSON(Z) + bl . ai coz+do + b1
c2pn(2)z + da o122t +d,

(arag + bica)z + (arby + bids)
(crag + dic2)z + (c1be + dida)
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et
MN — < ar b > ( az by ) _ < araz + bica  ajby + bids >
c1 dp co da crag +dico  c1bo + dido
ce qui permet de conclure que Yy N = @ar © PN.
2. D’aprés ce qui précéde, siM € SLa(R) alors Io = pprp-1 = ©ar © @ar-1, ce qui montre que ¢j est une bijection
de H et que (oar) " = @pr-1.
L’application M +— ¢ps est donc un isomorphisme de groupes et par conséquent G est un groupe comme image

d’un groupe par un isomorphisme.

a b

3. Soit ¢ un élément de G avec M = (c d> € SLy(R). Considérons les applications hy : z — 022, ho : 2 —

z4+cd, hy:zw— ——, h4:z>—>z+g.
z c

Pour tout z € H,on a:

= om(2)

1 a 1 az+b
J— 2 —_— 2 ot —_— = - — =
h4oh30h2oh1(z)—h4oh30h2(c Z)—h40h3(0 Z+Cd)—h4< CQZ—i—Cd) v 02Z+Cd ez 1 d

1
Donc @) est composée des applications du type z +— —, 2 +— z +tet 2 — kzout € Retk € R,
z

4. On remarque que si 0 et 05 sont des réels, alors :

Ry, o R, — <cos f; —sin 91> (cos 0> —sin 92) _ <cos(91 +603) —sin(f; + 6)

sinf); cosf; sinfl  cosfs sin(0; + 602)  cos(0y + 02) ) = Ro, 14,

Donc on peut conclure que I'application x : 6 — 7y est un morphisme de groupes de (R, +) dans (G, o).
kery = {60 € R| x() = Idy }. Mais

x(0) = Idy Vz e H, pr,(2) =z

vz e H, c.osﬁz—sme .
sinfz + cos @

Vz € H, cosfz — sinf = sin0z% + cos 0z

Vz € H, (2> —1)sinf =0

Jk € Z tel que 6§ = k.

S

D’ou ker y = 7Z.

Probléeme

1. (a) Soient f et g deux éléments de F, et A\, u € R, il existe P, Py, @1, Q2 despolyndmes de R;[X] tels que,
pour toutz € R, f(z) = Pi(z)e” + Q1(z)e” ¥ et g(z) = Po(z)e” + Q2(z)e” ¥, alors

(Af + pg)(@) = (APi(z) + pPa(z))e” + (AQ1 () + pQ2(x))e™".

Donc on a bien A f 4+ ug € F,, et par conséquent Fi, est un sous espace vectoriel de E.

(b) Soient A1, A2, A3, Aq des réels tels que Afi + Aafa + A3 fs + Ay fa = 0, donc pour tout = € R, Ay fi(z) +
Ao fa(x) + Az f3(x) + Aafa(x) = 0. Pour z = 0 on obtient A\ + A3 = 0 et quand x tend vers 400, on

obtient A1 = Ay = 0 (sia > 0)ou g+ Ay = 0 (sia < 0). Dans tous les on a nécessairement
A1 = A2 = A3 = A\g = 0. La famille est donc libre, et comme cette famille engendre F},, alors elle forme une
base de F,.

2. (a) Il est clair que I'application D est linéaire, et comme si f est indéfiniment dérivable, f' = D(f) est aussi
indéfiniment dérivable, alors D est un endomorphisme de F.
Le noyau de D est décrit par les fonctions de F dont la dérivée est nulle, c’est-a-dire les fonctions constantes
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sur R.
Soit g € E, considérons la fonction définie sur R par :

frxr— /Oxg(t)dt.

On a bien D(f) = g, ceci montre que D est surjective, donc Im(D) = FE.

(b) D, étant linéaire, comme restriction d’une application linéaire. De plus si f : z — P(z)e” + Q(x)e™ " €
F,,alors Dy (f) : x — (P'(z) + aP(z))e” + (Q'(z) — aq(x))e™™ € F,, donc D,, est un endomorphisme
de F,.

(©) OnaD(f1) = fi =afi, D(fo) = fy=fi +afe, D(f3) = fs = —afs et D(f1) = fy = f1— afs. Doula

matrice M, dans la base 4 :

a 1 0 0
0 a O
Mo = 00 —a 1
0 0 0 -«
(d) La matrice M, est de rang 4, donc elle est inversible.
3. Lamatrice de D — \id,, dans la base  est :
o=\ 20 0 0
0 a*=Xx 0
2 — =
Mo = Aa 0 0 a>-) -2
0 0 0 oa’=A

Donc si A = o, rg(D? — \id,) = 2 et si A # o, rg(D? — Nid,,) = 4.

4. (a) Danscecas(\=a?) ona:

0 24 0 0
0 0 0

Mg — ol = 0 0 0 —2a
00 0 0

1l est clair que ker(D? — \idy) = Vect{ f1, f3} et Im(D2 — Xid,) = Vect{f1, f3}.

(b) On a, pouri = leti = 2, (D2 — Xid,)(f;) = 0 et donc (D? — Xid,)?(f;) = 0. D’autre part, Im(D? —
Nidy) = Vect{f1, f3}, donc Im(D? — Nid,)?> = (D? — Xidy)(Vect{f1, f3}) = {0}, ceci implique que
(D2 — \idy)? = 0.

(¢) Ona0 = (D2 — o%id,)* = D — 2a°D,, + o*id?. Ceci de déduire 'expression de D! :

~1 2
-1 _ 3
D;' = D%+ Do

5. (a) La solution générale, sur R, de I’équation différentielle i (x) — o®y(x) = 0 est la forme
y:xr+— Ae*” + Be™ ",

ou A et B sont des nombres réels.
(b) Un application f est dans le noyau de D? —a%Id si, et seulement si, f est solution de I’équation différentielle
Y’ () — o?y(z) = 0. Dot

ker(D2 — azld) ={z+— Ae* + Be **/A, B € R} = Vect{f1, f3}.

(c) Soit f € ker(D? — a?Id)? alors (D? — oId)(f) € ker(D?* — o*Id) = Vect{fi, f2}, donc il existe des
constantes \; et \3 telles que (D2 — a2Id)(f) = A f1+ \aofo.
D’autre part :
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(D~ a?Hd)(g) = (D*~a?Ld)(f) ~ S-(D" — a?Ld)(f2) + 3
0

= Mfi+Xfo— 2%(2@]01) + %(‘204}03) =

(D? — a*1d)(fa)

g € ker(D? — a*Id) = Vect{f1, f2}, donc il existe des nombres réels C et D tels que g = C'f; + D f3 et
A A3\

donc f = Cfi + Dfs + == fo — 222 f,. Ainsi
2« 2a

ker(D? — o1d)? = Vect{f1, fo, f3, f1} = Fa.

6. Un application f est solution de I’équation différentielle y* (z) — 20" (z) + oy (x) = 0 si, et seulement si, elle
appartient au noyau de (D? — a?Id)?. D’ou :

frx— Ae™ + Bxe® + Ce ™ + Dxe™,

ou A, B,C, D sont des constantes réelles.

7. (a) Une solution polynomiale fy de &, s’il existe, serait de degré 3. Posons donc fo(z) = az® 4 bz’ + cx + d,
on trouve fy = 2% + 2.

(b) Une application f est solution de ’équation différentielle & si, et seulement si, f — fy est solution de y(4) (x)—
202y (x) + a’y(x) = 0, Cest-a-dire f — fo € ker(D? — o?Id)?, donc (f — fo)(z) = Ae®® 4+ Bxe®® +
Ce ™™ + Dze™™, ou encore

f(z) =23 + 2+ Ae®® + Bxe®® + Ce™™ + Dxe™”,

ou A, B, C, D sont des constantes réelles.
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