DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°02
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice I

Exercice II
1. Puisque F est de dimension finie, on en déduit que 'application linéaire I est continue
n

2. Onsaitque VP € E, P(X) = ZP(aj)lj( , en particulier, Vi € [0, n], ZP a;)lj(b;) et donc

Pbi)| < | D_15(00)| | Na(P) < max (D [1(0k)] | Na(P).
J=0 - \g=0

D’ou:
VP € E, Ny(P) < MN,y(P)

n
ou M = max Z |L;(b)| |- Ceci montre, en particulier, que || 1| < M.

0<k<n
Soit kg tel que Orgnkaécn -220 ILi(bw)| | = Z |l;(br,)| | - On définit alors \; pour tout j € [0, n], par :
= -
1 silj(by,) >0
)\j = 0 si lj(bko) =0
1 si L(bgy) <0
puis on pose P(X) = Z)\]l (X). Donc P(by,) Z|l (b, )| et No(P) = max \)\ | <1.Dou:
j=0
&gﬁ}jﬂ = 3 1o = Plbr)
=0
< [IINa(P)
< i
et par conséquent || I]| = Jnax Z H bi = a
aj — a|

=7 =0 k#l
3. Remarquons que dans ce cas, pour tout (i,) € [0,n]% ona:

. —1—1—-k
41 =) ,};{( )

(D"t +1)...(n+i+1)
(47150 — Do (—1)(=2)(j — 1)
(=17 (n+i+1)! 1
itit+1l il gltn—j)!

(1Y (n+ 1) s
g1 Gl
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Par conséquent, Vi € [0,n] :

A = Yli(=1-1)
j=0

grtl - ng
= 1 n —_—
(n+1) ”+Z+1J ‘it j+1

_ 4 D)e(n+it1) z”: C/,

n! — i+j+1
On remarque que (A;)o<;<p est croissante, en effet, on a :
(i+2)..(n+i+2) C/, (i+1)..(n+i+1)— Ci
Aip1 — Ay = , Z — = '
n! j:02—|—3+2 n! ]:Ol—l-j—i-l

_ (i+2)...(n+i+1)i<n+i+2 i+1 )U%

n! gt i+j+2 i+j+1

(42t i+1) n(i+j+1)+j .
N n! Z((i+j+2)(z’+j+1)>%20

2+ 1) & Ej
Dou 1] = gmax A&, = &, = 2D

Jna BRCE . Dans le cas de n = 2, on trouve ||I|| = 31.
<i<n n

=0

Q

n

(2 1 ! 2 1
4. Ona A, = n+ ZC%/ 2" Hidy = L n—l— / Zﬂﬂxﬂdx— 9nr1dn OU
0

1
In:(n—l—l)/ 2"(1 + o)"da.
0

Avec le changement de variable v = z(1 + z), c’est-a-dire z = dw, puis par

Viv+1-1 onal :/2 (n+ 1)v"
2 ’ " 0 Vav +1

intégration par parties, on trouve :

,Un+1 2 2 ,UnJrl
I, = [] + 2/ —dv
" Vivt1l, " Jo (aw+1)2

2n+1 2 ,Un—l—l
= + 2/ ——dv
3 0 (dv+1)2

2 Un—i—l 2 2n+2 2n+1
De plus, 0 < / ———dv < / " Hdy = et donc I, ~ ——. Ainsi, a l’aide de la formule de Stirling 1
0 (dv+1)2 0 n+2 3

4 23n
3 /T n’

Exercice III

A 2nc2n+1

1. La formule de Stirling n! ~ v2mne™ "n"
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d r
3. Soient P et () des polynémes de degrés respectifs d et r, tels que P = Z aiX'etQ = Z anj. On alors :
i=0 j=0

be(P, Q) = |[P(0)]|Q(c)|

d T
Z aici Z b]C]

i=0 =0
d . . T .
. (zmw) S Iyl
i=0 =0
d . r .
< 1PNl (zw) S e
i=0 §=0
1— |C|d+1 1— |c]r+1
< [|IPINQ

e G
Puis comme |c| < 1, alors pour tout couple (P,Q) € E x E,ona:

1

Q) < (=) 17l

1 2
On en déduit que b, est continue et que [|b.[ < <1 | ’) :
— e

Pour montrer Iégalité dans 'autre sens, on considere, pour tout entier n > 1, le polynéme P définie par P, =

1+X+ ..+ X" doncona: )
n 2
1—cntl
= (20 = (50

k=0

puis comme |bs(P,, Pp)| < ||be|l||Pn|? et comme || P, || = 1, alors pour tout entier 7 > 1, on a:

1_Cn+1 2
((55-) <ma

Donc en faisant tendre n vers I'infini, on aura pour ¢ € [0, 1],

1 2
— ] < loe]l-
(12.) =t

En considérant maintenant le polynéme Q,, défini pour tout n > 1, par Q,, = 1 — X + X>2...+(—1)"X". On montre
de la méme maniére que pour ¢ €] — 1,0}, on a:
1 \2
— ] <ol
(152) =t

1 2
<o = (=25 -

Donc finalement, on a :
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