DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n.°03
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice I

1. OnrappellequeVz € R,Vn € Z, E(x +n) = E(z) + netVx € R\ Z, E(—x) = —E(x) —
eEneffet, E(z) <z < E(x)+1=E(x)+n<z+n< E(x)+n+1dou E(x+n) = E(x)+n.
oSizr e R\Z,E(z) <z < E(x)+1= —E(x) -1 < —z < —FE(x),donc —E(z) — 1 < —x < —E(x) car
xr€R\Z,dou E(—z) = —E(z) —

On a alors :
fla+1) = E<$;1>+E<x;2> E(z+1)
- E<x;1>+E(§+1>—E()—1
- E<x21>+E<;)+1—E()—1
= f(z)

Donc f est 1-périodique.
2. Pourtoutz € R,on f(x+1) = f(z), donc on peut montrer par récurrence sur k € Z queVz € R, f(x—k) = f(x).
Soitdonc x € Retk = E(z),alorsona f (xr — E(z)) = f(z), puis d’autre part on a :

flz—E()=E (”“"f“”) +E ("”_Eé@“> ~ BE(z- E())

- F
Comme 0 < z — E(z) < l,ona0 < 3;2(56) <

f(x— E(z)) =0,donc f(x) =

1 5 41
3. D’aprés la question 2., Vx € R,ona F (g) + E <m—2|— > = E(x) et donc E <;> +FE (2 5 > =F (g)

—F 1
< % < 1. Ainsi, on en déduit que

,_,.
DN | =

1<
2

T+ 2

cestad1reE(22> +E( 52

) =F <§> puis on vérifier par récurrence que
x4 2F x
Ainsi,Vx € RetVk € N,ona: i
T+ 2 x x
£ (gm ) =2 () - 2 (51)

On en déduit que S, = Zn:E <:U2—,1_+21k> = z": (E (2%) - FE (%)) =FE(x)—FE (%)
k=0 k=0

[e.e]

2n
Ceci montre que, Vx € R, la série de général u,, () est convergente et que Z Un (T Z E <x2—: =i > = E(x).
n=0

Exercice II
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DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

1. Soit A un élément de R™*. Une simple intégration par parties donne :

= / bf(t) sin Atdt = [f(t)( COW ] / it Cos)\t)dt'
b M 1
/a f'(t) cos)\tdt' <SSty /a /()] dt.

ou M = sup |f(x)|. Par encadrement il vient sans difficulté
z€a,b]

Donc

o < M

lim I(\) = 0.

A—00

De méme, lim J(\) =0.

A—ro00
2. Ontrouveu = —letv = o
3. On a, pour tout n € N¥, /7T <—$ + ;;) cos(nz)dr = % Gréce a la linéarité de I'intégrale, on obtient :
T 2 "1
Z/ < > cos(nx)dr = /0 (—aj + 277) cn(z)dz = Z s

k=1

ou ¢y (z) = Z cos(kzx).

Siz €]0, 7], alors ¢” # 1 et par conséquent :

n

) .1 — einz
§ :elkfl‘ — ¢ ‘
1—e®

k=1
int —inx inx
5 5 in L
_ €2 €2 —e2 g1z S
= € iz —iz iz : z)’
€2 e 2 —e2 S11n (5)

et

- LI cos(n+1)5s 1 sin(2n+1)%
= Zcos(k:):) =Re (Z e’k’”> _ cosln )3 5in 5 =5+ M
1 Sin (E)

2 sin (2)

Pour z = 0, comme cos(kx) = 1 pour tout entier naturel, on obtient ¢, (z) = n.

n n
1 as
D’apres ce qui précéde, on peut écrire ,;_1 i /0 <27r - t> ,}_1 cos(kt)dt, donc

n . .

1 i 2 ~1 1sin(2n+1)% 2 17 2\ sin(2n+1)%
222:/ <x_x> 7+*1(-7x)2 do = % +/ (x_x )Md$'
=1 0 2 2 2 sin(3) 2 Jo

6 2r) s (3)
2
1l est clair que f : x — <:17 — )
27

est de classe ¢ sur |0, 7] et que Vz €]0, 7],

sin (%)
2

(1—7)s,1n2 aj—g—ﬂ)cos%

fi(z) =

[\V]

DN|—
NI |/

sin
. lim+ f(z) = 2, donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
z—0

-1
° lim+ f'(z) = —, donc f est dérivable en 0, donc de classe € sur [0, 7], d’apreés le théoréme du prolongement
z—0 T

de la dérivée.
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On obtient, en utilisant le résultat précédent ( lemme de Riemann),
n

00 2 IS 2
1 . 1 T . . 2n+1)x T
kzl k2 nhm kgl 26 + nhm ; f(x)sin — dz = -

4. (a) Soitn € Netk € N,alorsona:

E(Vn)=k & k<vn<k+1
& BP<n<k+2k+1
& K <n<k+k
Donc k divise n si et seulement si il existe p € N tel que n = pk et donc k? < kp < k* + 2k ou encore

Ek<p<k+2
(b) Dans RT U {+8},0ona:

1 /1 1 1
., = Z<H+k(k+1)+k(k+2)>
1

nel

H+¢- ) 1 +1r 1 1 N 1 1
= — m — — lm [ - — —

6 2 2
_w 7
6 4
Exercice III
. 1r = 1, — ——— et la serie de terme general ————— converge apres le critere specia €s
" 1—n+n? & V1—-n+n2 & P P

séries alternées. N

T
Six € [0,1[, on a, pour tout n € N, < z", donc la série de fonctions Z fn converge

ROl = = P

simplement sur [0, 1] et converge normalement sur tout segment [0, a] ou @ €]0, 1[. Comme les f,, sont continues
sur [0, 1], alors la fonction somme F' est continue sur [0, 1[.

Ona:
1 1 1 1
z)|dr = —— z"dx = )
/0 o) \/1—n+n2/o (n+1)V1—n+n?
uisque ~ —, la série des intégrales z)|dx converge.
d (n+1)V1—n+n2 n? & o &

neN
1
2. Lasérie de terme général / | fn(x)|dx et F est continue sur [0, 1], on peut donc appliquer le théoréme d’intégration
0

terme a terme sur [0, 1] et 'on obtient

1 / oo S 1 0o
o g (1)
)| dz = —— [ 2"dz= .
/0 (7;)( ) \/1n+n2> 7Z;)\/lnanQ 0 7;(1+n)\/1n+n2
1 1 |
3. Puisque |f,(1)| = Niparyra ~ la série Z fn(1)| est donc divergente.
neN
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On sait que, d’apres ce qui précede que la série E fn converge normalement et donc uniformément sur tout

neN
segment [0, a] de [0, 1].

1
La série de terme général / | frn(x)|dz converge, donc le résultat se déduit du théoréme d’intégration terme a terme
0

cas des fonctions positives.

Exercice IV

fsint t conti [0, +00[. De pl tout « € [a, +-00], tout
—5 5+ €St continue sur oQ|. De plus, pour tout & a, 00|, tou
(2 4 22)" ’ pus P

t €]0, +oo[ et tout n € N\ {0, 1}, on a I'égalité :

1. Pour tout x > 0 fixé, 'application ¢ —

tsint t < 1
(t2 + x2)n — (t2 + 332)” — ¢2n-1"
+oo oo tsint
Comme l'intégrale est convergente pour n > 1, on en déduit que I'intégrale ————dt est
1 $2n—1 0 (t2 + l‘2)n
absolument convergente.
tsint ¢ t e g
D’autre part, V(z, t) € |a, +00[x%x]0, o], < et 'intégral ———dt
utre part, V(z, 1) € [a, +00[x]0, oo @1 22)n| = @1 a2)m = (2 + ad)n €8 e/o (2 1 a2)"

converge. D’aprés le théoréme de continuité des fonctions définis par des intégrales, la fonction .J,, est continue sur
la, +oal.
2. SoitT" > 0. Par une intégration par parties, on obtient :

/T tsint a —tcost T+/T 2 — 12 rdt
—dt = | ——= ———— costdt.
0 t2 + 372 t2 + 372 0 0 (tQ + .’172)

2 42
On peut vérifier comme dans la question précédente que Va > 0, la fonction ¢t — W cost est intégrable sur
x
[0, +00]. On en déduit que J;(z) existe et que
oo 2 42
e —t
J = ———5 costdt.
1('73) /O (t2 + 1:2)
Or
x? — 12 1 2t2
(22 +12)2 2 +22 (24 22)?
et par suite
xQ—t2t<1+2t2<1+2 3
cos = .
(2 + 22) T 24a2? (2+422)2 T 246 2402 t24a?
+oo $2 42
On en déduit comme précédemment que 'application z — / m costdt est continue sur [a, +oo. La
0 T

fonction J; est donc définie et continue sur [a, +0o0.

3. Pourne N*, ona:
0 tsint () —2nxtsint
S ;L‘ = .
Ox \ (t? + z?)" ’ (t2 4 x2)ntl

De plus, pour £ > a, on a les inégalités :

2nxt 2n t T 2n
< =

2nxtsint <
(2 + a2t (2422 V2 422 V2 a2 T (2 +a?)n

‘ (t2 + 1‘2)”+1

toode

Comme pour n € N* I'intégrale ———=— est convergente, alors d’aprés le théoréme de dérivation sous-
0 (t2 + a2)n

signe intégrale, la fonction .J,, est € sur [a, +oo] et
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oo _Inpatsint
1 () — -
J,(z) = /0 R dt = —2nzJy41(x)
Comme J,,+1 est dérivable, J), est aussi dérivable et .J)(z) s’exprime en fonction de z, J,11(7) et J,4o2(x). On
montre par récurrence sur p € N* que JP) existe et s’exprime en fonction de z, Jp41(x), ..., Jn+p(2) et par suite

que J,, est de classe € sur [a, +00].
1 2nt?

t
— 0 "(t) = — t
(2 + 22)n na ¢'(t) E+ a2 (2 +a2)ntl €

4. Posons ¢(t) =

v —2nt dnt dn(n + 1)t3
P <t) - (t2 +$2)n+1 B (t2 _|_x2)n+1 + (t2 +x2)n+2
—6nt dn(n+ 1)t3

(t? +$2)n+1 + <t2 +x2>n+2'
On obtient donc par intégration par parties successives :
+oo +oo
n(x) = [—p(t)cost]y™ + / ¢/ (t) costdt = / ¢/ (t) cos tdt
0 0

+o0 +o00
= [¢'(t)sint] > - / () sin tdt = — / o (1) sintdt
0 0

Y 6nt dn(n+1)t37 . d
A (2 + 22)nt1 - (2 + 22)nt2 sin tdt

Comme t* = t(t* + 2?) — ta?, il vient :
Jn(x) = 6ndyi1(z) — 4n(n + 1) Jyp1(z) + 4n(n + 1)z T, o ()

ou encore

Jo(2) +2n(2n — 1) Jyp1(x) — 4n(n + 1) 2T, 9(x) = 0 (1)

D’autre part, on a :
J(2) = —2nxJpi1(x)

et par suite
Jl(x) = =2ndpi1(z) — 202} 4 (2) = —2ndpi1 () + 4n(n + 1)a? Jpso ()
d’ou .
-7
Jan@) = (@)

et
1

i (0 - ).

En remplacant dans la relation (1) J,,41() et J,42(z) par leurs valeurs en fonction de J),(x) et J;!(x) on obtient
I’égalité demandée :

ny2(z) =

xJ(x) +2(n —1)J, () — xJ,(z) = 0.
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