DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

=

Devoir surveillé n°04
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Probléme I

Partie I
(a) D’apres la régle de D’Alembert, R = 1.
(b) Pourtoutz € [—1,1], n(nx— 0 ‘ < T p— et la série 7; Py — converge. Donc T; h converge

simplement sur [—1, 1], en particulier en 1 et —1

f est une fonction définie par une série entiére de rayon de convergence R = 1, donc f est indéfiniment dérivable sur
n n
x

| —1,1[. L’inégalité = € [—1, 1], , montre que la série Z

n>2

converge uniformément

nn—1)| — n(n—1) n(n—1)

sur [—1, 1] et comme les fonctions x sont continues alors f est continue sur [—1, 1].

n(n—1) .

Par dérivation terme & terme, on obtient Vz €] — 1, 1[, f/(x) = E et f(x g "2 Done Vz €] — 1,1,
n—
n=2 n=2

1
f(z) = 1 et puis f'(z) = —1In(l — z) + ¢, comme f'(0) = 0 alors f'(z) = —In(1l — z). Finalement,
-z

f(z) = —/ln(l —z)dz = (1 —2)In(1 — z) + x 4+ p. Mais f(0) = 0,donc f(z) = (1 —z)In(1 — z) + x.

f étant continue sur [—1, 1] et coincide avec z — (1 — z)In(1 — z) + =, d’ou :

:L,TL

Si=f1)= lim f(z)= lim (1—-z)ln(l—2)+z=1.

r—1x<1 z—1,x<1
De méme,
= f(-1) = li = i 1—2)In(1 - =2In2-1.
H=/C0=_ Mm J@= lm (0 -0h(-2) =20
Partie II
(a) R =1d’apres laregle de D’Alembert.
(b) La série diverge pour x = 1 et pour z = —1, la série converge d’apres le critére spécial des séries alternées.
(a) g estunefonction de la variable ¢ définie par une série entiére de rayon de convergence 1, donc elle est dérivable
oo
en particulier sur |0, 1[ et ¢'(t) = Z t4"=2 Ainsi,
n=1
1l 1 t2

Donca=1etb=0.

1 1 1 1 1
(b) Par décomposition en éléments simples, ¢’ (t) = 1 <1 — + T t) ECEEREL d’ou

1 1+t 1
g(t) = Z ln (H) — 5 arctan(t) + )\

ou A est une constante. Comme ¢(0) = 0, alors A = 0.
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[e.e]

(c) Pour z €]0,1[,ona f(z) = Z 4;“ %Z

n=0

4n1 1

1+ %g(t) =—1+ %g ((y;:) D’ou :

Ve €]0,1], f(z)=-1+ 4\41/51n <1 i_ g) — 2;/5 arctan (\4/5) )

nt4n 1

1 7 . Comme précédemment, h est dérivable
n —_

oo
3. Pourz €] — 1,0[, on pose z = —t* ottt €]0,1[ et h(t :Z
n=1

sur |0, 1] et

vt €]0,1], i 1)min=2 = ii _—i:@ ! — ! .
2: 1+t 4 \£24+t/24+1 2—tv2+1

n=1

D’ou,

t2 V2 [P HV2+1) V2 V2
h(t)__/]wdt_gln(ﬁ_tm_ —Tarctarl(t\/i‘i_l)_Tarctan(t\/i_l)"_,u

ou p est une constante. Comme A(0) = 0, alors = 0.
Pour z €]0,1[,on a:

nt4n1 1 1 .
C=lt Z e = L h(t) = —14 =h (V-z).

—X

4. (a) Il est clair que f est continue sur | — 1, 1] comme fonction deﬁnie par une série entiere. D’autre part, si z €
—1)"t"
dn —1

[—1,0[, on pose & = —t, donc la série en question s’écrit Z . Donc pour t €]0, 1] la série est alternée

neN
et convergente, de plus on a I'inégalité :

n |t|n+1 1

T 4n+3 7 4n+3

x
CRDMres,

vt € [-1,0],

Donc on a la convergence uniforme sur [—1, 0[, donc f est continue sur [—1,0].
(b) En utilisant la continuité de f au point z = —1, on obtient :

Sy = f(-1)= _lm _ f()

= [ g=n (979)]
f

= —1—?111(34_@) farctan(\@—l—l)—{farctan(xf?—l)
vz VANR vz
= —1—821n<§+\/§>+42arctan(\/§+l>—farctan(\@:—l)
= —1—?ln(§+g>+\{farctan(\/§+l>—\{f[g—amtanG@—i—l)}
B V2 242 8+ 712
8n<2—\@> 8

Probléme II
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Partie I

1. Pour touts € [—1,1] ettout k € N,ona |pksk\ < pg. La série de terme Z pi converge, et sa somme vaut 1.
keEN

Le théoréme de comparaison des séries a termes positifs nous permet d’affirmer que la série Z prs”® converge
keN
absolument.
oo
2. (a) Par définition g(0) = po (0° = 1) et g(1) = Zpk = 1 (il s’agit d’une loi de probabilité ).

k=0
(b) Si X est une variable de Bernoulli, alors Vs € R, gx(s) =1 — p + ps.

oo
)\k
(c) Pourtouts € [—1,1],ona gy(s) = Z e_/\ﬁsk — e e = A5,
k=0 ’

1
3. Pour tout s € [—1,1] \ {0}, on a |vx| = |kprs®t < —pils|® et la série Z pi|s|* converge. Donc Z Vg
|8| keN* keN
converge absolument. La série Z v, converge absolument pour s = 0.
keN
1
De méme, si s € [—1,1] \ {0} ona |wy| = k(k — 1)pps® 2 < ka|s|k et la série Z pi|s|F converge. Donc
s
keN*

E wy, converge absolument. La série E wy, converge absolument pour s = 0.
keN keN

1. Onag/(1) =3 kpe = B(X) et g”(1) + ¢/(1) - ¢/ (1)° = V(X).
k=0

Pour la loi de Bernoulli, on a Gx(s) = 1 —p + ps, Gx(s) = pet G%(s) = 0.D’ou E(X) = pet V(X) =
p—1°=p(-p).
k
5. Soitk € N,ona (Z =k) = U(X =1,Y = k — i) (réunion disjointe ). D’ou :
=0
k
p(Z=k = Y p(X=iY =k—i)

=0
k
= Zp(X =4)p(Y =k —1i) ( X etY sontindépendantes )
Donc, pour s € [—1, 1], on obtient :

h(s) = Zp(Z = k)s"
k=0

o) k

= Z( p(X:i)p(sz—i)) 5"
k=0 \i=0

= Zp(X =i)s’ Zp(Y =k —i)sh?
i=0 k=i

= D pX=0s' Yy p(Y =0)s
i=0 1=0

= f(s) xg(s)

6. Pour n € N*, on note Gz, la fonction génératrice de Z,,. Montrons que Gz, = ¢". En effet, d’aprés ce qui
précede, la propriété est vraie pour n = 2. Supposons la vraie pour n. On a alors, pour tout s € [—1,1] :
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G201 (8) = Gz,4x,11(8) = Gz, (s) X g(s) = g"(s) x g(s) = g"(s).
Et la propriété est vrai pour n + 1. La propriété est donc vraie pour tout n € N*.

Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p, alors X eut étre considérée comme somme de n variable aléatoires
X1, X5, ..., X, de Bernoulli et indépendantes. D’ou, d’aprés ce qui précéde, pour tout s € R,

g(s)=f"(s) =1 —p+sp)™.
Partie II
1. (a) Par définition, Vs € [—1,1], g(s) = Zp(& = k)s”. Donc |g(s)| < Zp(fl =k)|s|*F < Zp(fl =k)=1.
k=0 k=0 k=0
D’ou g(s) € [-1,1].
(b) X et &5 ont méme loi, donc méme fonction génératrice. D’ou g1 = g.

(c) Notons S, = Z &i. D’aprés ce qui précéde, la fonction génératrice de S, est g". On remarque que X,,; =

i=1
J Xn
Z & = Z & = Sx, . Soit maintenant k € X,,;1(€2),ona:
i=1 i=1
p(Xpp1=k) = Y p(Sx, =k X, =)
JEXn(Q)
=S p(Sx = b/ (X = J)
JEXn(S2)
= Y p(S=k)pX, =)
JEXn(Q)
D’ou

gnii(s) = D | D p(Sj=k)p(X,=17) |

k=0 JeXn(Q)

JEXn ()

= gnl9(s))
= ¢ (s)

Donc on peut conclure par le principe de récurrence.
2. e Montrons par récurrence sur n € N* que E(X,,) = m'". La propriété est vraie pour n = 1 puisque E(X;) =
E(&1) = m. Supposons la propriété vraie a 'ordre n. On a :

BE(Xp+1) = 9npn)(1) = (90 90) (1) = ¢'(9a(1)) % g,,(1) = E(X1) x E(X,) = m".

D’ou, Vn € N*, E(X,,) = m".
e OnaV(X;) = % Supposons V(X,,) = o?m" (1 +m + ... + m™ 1) pour n € N* et montrons la propriété
pour n + 1. En effet, on sait que V (Xp11) = g1 (1) + g5, 1 (1) — (g;Hl)Q. D’autre part, pour tout ¢t €] — 1, 1],
In1(8) = g (gn () x g, (t) et

gh1(t) = 9" (gn(8) % (g4(6)° + ¢ (gn(t)) x gL (1)
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D’ou:

V(Xnr1) = () + goia (1) = (ghia (1)
= g"(1) % (g5 (1))* + ' (1) % g1(1) + Ghryr (1) = (ghia (1))
= (o —=m+m?)m* +m(V(X,) —m" +m*") + m" T — m2(nt1)
= (02 —m+ m2) m?" +m (U2m"71(1 +mA4 .. +m") —m" 4+ m2”) + m" T — 2t

Zmt(1+m+ ... 4+m" 4+ mh).

n
-1
eOnaV(X,)=oc*m"! ™ = Donc V(X,,) décroit lorsque n croit.
m p—
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